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Vorrede. 



▼Ver öfter genöthigt gewesen ist, höhere nummerische Gleichmi- 
gen aufzulösen, wird die damit verbundene Umständlichkeit kennen 
und jedes Verfahren zu würdigen wissen, welches der Bechnung 
Einfachheit und Sicherheit verleiht. Allerdings giebt es be- 
reits fiir gewisse Klassen von Gleichungen Auflösungsmethoden, 
welche theils für den praktischeü Gebrauch, theils in wissenschaft- 
licher Hinsicht eine grosse Vollkommenheit besitzen. Vor allen 
zeichnet sich hierunter behuf der praktischen Anwendung für die 
reellen Wurzeln der algebraischen Gleichungen das Verfahren 
von Horner aus, welches' von Rutherford auch für die kom- 
plexen Wurzeln in der Weise nutzbar gemacht ist, dass er die 
Operation auf die Lösung einer Gleichung in reellen Zahlen zu- 
rückführt, was freilich der Einfachheit bedeutenden Abbruch thut 
und eine Endgleichung von viel höherem Grrade, als dem der gege- 
benen erzeugt. Ebenso lässt das bekannte Verfahren zur vollstän- 
digen Auflösung der reduzirten kubischen Gleichungen mitteht 
der trigonometrischen Funktionen imd das auf einem ähn- 
lichen Prinzipe beruhende Verfahren von Gauss zur Auflösung 
der trino mischen algebraischen Gleichungen mit Hülfe der Ad- 
ditions- und Subtraktionslogarithmen Nichts zu wünschen 
übrig. In wissenschaftlicher Hinsicht hat auch die Methode von 
Gräffe zur vollständigen Auflösung einer algebraischen Gleichung 
einen besonderen Werth, wenngleich die Praxis einige Schwierig- 
keit bei der Ausführung derselben finden dürfte. Für die trans- 
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zendenten Gleichungen ist die bekannte Abhandlung von Stei 
von Wichtigkeit, indem dieselbe behuf Berechnung der reelle 
Wurzeln von Gleichungen mit einer Unbekannten allen Anford 
rungen entspricht. 

Man sieht, dass es sich bei allen diesen Methoden stets n 
spezielle Zwecke oder um einzelne Arten von Gleichimgen hande 
dass also eine Verallgemeinerung des Auflösungsverfahrens noc 
ein Bedürfiüss ist. Das vorliegende Werk sucht zur Ausfüllui 
dieser Lücke Einiges beizutragen und fiir die vollständig 
Auflösung der algebraischen und der transzendenten Gk 
chungen sowohl in reellen, als auch in komplexen Zahlen möj 
liehst einfache, sichere und fiir den praktischen Gebrauch geeignel 
Methoden au£Eustellen, welche sich zugleich mit Leichtigkeit a 
die Lösung von zwei Gleichungen mit zwei Unbekannte 
übertragen lassen. 

Nach dem Plane dieser Schrift, welcher die Entwicklung eim 
praktischen Auflösungsmethode, nicht aber die allgemeine Theoii 
der Gleichungen im Auge hat, wird man es gerechtfertigt findei 
dass die verschiedenen bekannten Auflösungsmethoden nicht m 
vorgetragen sind, vielmehr von denselben, sowie von der eigenti 
chen Theorie der nummerischen Gleichungen nur so Viel kurz aJ 
geführt ist, wie zu dem obigen Plane und zur Abrundung de 
Ganzen nothwendig erschien. 



Braunschweig, im April 1859. 



Dr. H. Scheffler. 
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1. 

3ie reellen Wurzeln einer algebraischen Gleichung 

mit einer Unbekannten. 

Anzahl der Wurzeln. 

§. 1. 
Allgemeine Bemerkungen. 

Die Auflösung einer nummerischen Gleichung macht folgende vier 
Operationen nöthig: 

1. die Bestimmung der Anzahl der reellen Wurzeln, 

2. die Trennung der reellen Wurzeln, d. h. die EinSchliessung 
einer jeden in zwei Grenzen, 

3. die Berechnung der reellen Wurzeln, 

4. die Ermittlung der komplexen Wurzeln. 

Der jetzige Stand *der Theorie der Gleichungen gestattet es, alle 
diese Operationen an einer algebraischen Gleichung zur Ausführung zu 
bringen, also die Auflösung derselben, freilich nach Näherungsmethoden, 
aber mit jedem beliebigen Grade von Genauigkeit zu bewirken. Diese 
Methoden unterscheiden sich untereinander theils durch die Leich- 
tigkeit ihrer Anwendung, theils durch die Sicherheit, mit welcher 
ihre ersten Schritte auf das Ziel hinführen. Es ist nun gegenwärtig nicht 
meine Absicht, eine vollständige Theorie der nummerischen Gleichungen 
zu geben, sondern eine bequeme und möglichst sichere Auflö- 
sungsmethode zu entwickeln und daneben einige Beiträge zu einem 
Verfahren zu liefern, welches eine unbedingte, von allen Versuchen unab- 
hängige Sicherheit gewährt. Freilich kann zuweilen die Sicherheit 
nur auf Kosten der Einfachheit erhöht und eine mit absoluter Sicherheit 

X 



2 §. 2. Anzahl der Wurzeln. 

gepaarte Methode kann unter Umständen unpraktisch werden; allei 
hierdurch verliert sie Nichts an ihrem wissenschaftlichen Werth< 
welcher immer grösser bleibt, als der einer anderen, auf noch 8o ratio 
nelles Probiren basirten Methode: denn der letzteren fehlt immer de 
Charakter der Nothwendigkeit und der Allgemeinheit, und wen 
sie auch in den gewöhnlichen Fällen des Lebens ausreichend und so 
gar bequem gefunden wird; so wird sie doch bei unendlicher VeralJ 
gemeinerung der Fälle hinter einer unbedingt sicheren Methode zd 
rnckstehen müssen. 

Bei der angekündigten Tendenz dieser Schrift könnte ich mich aa 
die Mittheilung der nicht schon anderswo erörterten Sätze beschränken 
Ich ziehe es jedoch vor, auch von den bekannten Lehren die wichtigstei 
kurz und ohne Beweis voranzuschicken, weil die Abhandlung durch ein 
solche Vervollständigung eine grössere praktische Brauchbarkeit gewin 
und es mir scheint, als ob manche hierher gehörigen Lehren, z. B. di 
Hornersche Auflösungsmethode, bei weitem noch nicht diejenige all 
gemeine Bekanntschaft bei dem mit Gleichungen operirenden grossen 
Publikum erlangt haben, welche sie wegen ihrer Einfachheit verdienen 

Demgemäss stelle ich im folgenden Paragraphen zunächst die haupt- 
sächlichsten Lehrsätze über die Anzahl der Wurzeln einer Gleichnnf 
zusammen. 



§. 2. 

Die wichtigsten Sätze über die Anzahl der reellen und 

komplexen Wurzeln. 

Dass eine Gleichung vom nten Grade genau n reelle und kom 
plexe Wurzeln habe, ist schon lange von Gauss und später auch von 
Cauchy und Anderen bewiesen. Die früheren Beweise waren darauf 
gerichtet, darzuthun, dass eine jede Gleichung. mindestens eine Wur- 
zel a haben müsse, woraus denn folgte, dass auch die durch Division 
mit X — a entstehende Gleichung vom n — Isten Grade wiederum min- 
destens eine Wurzel ä, also bei Fortsetzung dieses Schlussverfahrens 
die gegebene Gleichung genau n Wurzeln haben müsse. In Grunert'g 
Archive für Mathematik und Physik, 15. Band, Art. 19 (der 
Redaktion zugesandt im Jahre 1849), habe ich gezeigt, wie man statt 
der Existenz von nur einer Wurzel sofort die Koexistenz aller n Wur- 
zeln in der gegebenen Gleichung und ausserdem gewisse allgemeine Be- 
ziehungen unter diesen Wurzeln nachweisen kann. Um dieselbe Zeit 
hat auch Gauss in den Abhandlungen der Königlichen Ge- 
sellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, 4. Band, 1849, 
einen dasselbe Ziel verfolgenden Beweis veröffentlicht. 



§. 2. Anznhl der Wurzeln. 3 

Schreiben wir die gegebene Gleichung in der geordneten Form 
/(a?) = a?« + ff„_ja?«-*-|-a,_ga?«~«+ . . . -f -a^ a? -j- a« = 0, 
so haben wir folgende Sätze : 

1. Jede Gleichung unpaaren Grades bat wenigstens eine reelle 
Wurzel, deren Zeichen das entgegengesetzte des Zeichens von a^ ist. 

2. Jede Gleichung paaren Grades, deren bekanntes Glied a« nega- 
tiv ist, hat wenigstens zwei reelle Wurzeln, von welchen die 
eine positiv und die andere negativ ist. 

3. Lehrsatz von Harri ot oder von Descartes. — Eine vollstän- 
dige Gleichung hat höchstens so viel positive Wurzeln als 
Zeichenwechsel und höchstens so viel negative Wurzeln 
als Zeichenfolgen. Wenn Glieder fehlen, sind dieselben mit 
dem Koeffizienten zu ergänzen, welchem man sowohl das 
Zeichen -j-, wie auch das Zeichen — geben kann 

Nimmt man z.B. in der Gleichung ar^-j- 6 a?-(- 9 =a?^4:0.Är2_|-6i!P-|-9=0 
das Zeichen von positiv; so folgt, dass die Gleichung keine posi- 
tive Wurzel haben kann. Nimmt man dasselbe negativ; so folgt, dass 
die Gleichung höchstens eine negative Wurzel haben kann. Da diese 
Gleichung dritten Grades nothwendig wenigstens eine reelle Wurzel 
haben muss; so erkennt man, dass dieselbe wirklich eine reelle ne- 
gative und zwei komplexe Wurzeln hat 

4. Wenn eine vollständige Gleichung lauter reelle Wurzeln 
hat; so muss sie genau so viel Zeichen Wechsel wie posi- 
tive Wurzeln und genau so viel Zeichenfolgen wie nega- 
tive Wurzel haben. 

5. Eine vollständige Gleichung mit lauter Zeichenwechseln 
kann keine negative, und eine solche Gleichung mit lauter 

* Zeichenfolgen kann keine positive Wurzel haben. 

6. Für eine unvollständige Gleichung (in welcher Glieder feh- 
len) gilt die Zeichenregel sub 3 hinsichtlich der Zeichenwech- 
sel und positiven Wurzel auch dann noch, wenn man die 
fehlenden Glieder ganz unberücksichtigt lässt. 

Demnach kann man sofort behaupten, dassdieGleichung ^^-|-6^-|-9 
= keine positive Wurzel hat, weil in ihr kein Zeichenwechsel vor- 
kommt. 

Was die negativen Wurzeln einer unvollständigen Gleichung be- 
trifil; so kann man ihre grösstmögliche Anzahl beurtheilen, indem man 
die Zeichen der Glieder von unpaarem Grade umkehrt, also die Funktion 
/( — x) bildet Die Gleichung /(a?)=:0 hat dann höchstens so viel 
negative Wurzeln, als die Funktion /( — «) Zeichenwechsel be- 
sitzt. 

Da im obigen Beispiele /( — a?)= — x^ — 6 a? -f- 9 einen Zeichen- 
wechsel hat; so folgt, dass die Gleichung a?^ -f- 6 .u -|~ 9 = höchstens 
eine negative Wurzel hat, was mit dem Resultate sub 3 überein- 
stimmt. 

1* 



4 §. 2. Anzahl der Wurzeln. 

7. Erster Lehrsatz von Du Gua. — Wenn zwischen zwei Glie- 
dern einer nnvollständigen Gleichung eine paare Anzahl, 
also 2m Glieder fehlen; so hat dieselbe wenigstens 2m kom- 
plexe Wurzeln. 

Demnach hat also die Gleichung ic*-j-6a?^ — 8 a?-|- 1 =0 wenig- 
stens 2 und die Gleichung x^ — 2x^-j-7 a — 3=0 wenigstens 4 -|- 2 = 6 
komplexe Wurzeln. 

8. Zweiter Lehrsatz von Du Gua. — Wenn dagegen zwischen 
zwei Gliedern eine un paare Anzahl, also 2m-|~l Glieder feh- 
len; so hat dieselbe wenigstens 27n-j-2 oder 2m komplexe 
Wurzeln, jenachdem die beiden Glieder, zwischen welchen die 
fehlenden liegen, gleiche oder ungleiche Zeichen haben. 

Demnach hat die Gleichung x^'j^ßa-\-7 = wenigstens 2 kom- 
plexe Wurzeln. Von der Gleichung x^ — 6^-|-7 = kann man jedoch 
nicht ohne Weiteres behaupten, dass sie komplexe Wurzeln habe. Da- 
gegen niuss die Gleichung a^ — 6a?-(-7 = wenigstens 2 komplexe 
Wurzeln haben. Von der Gleichung a'^ — a^-j- a^ — a -|- 1 = 0, obgleich 
darin 3 Glieder fehlen , lässt sich das Vorhandensein von komplexen 
Wurzeln nicht behaupten; dagegen muss die Gleichung a'^-\-x^-^a!^-\-x-\- 1, 
worin auch nur 3 Glieder fehlen, wenigstens 2 -f- 2t|-2 = 6 komplexe 
Wurzeln haben. 

9. Aus den vorstehenden Sätzen lässt sich leicht der folgende ab- 
leiten. Eine unvollständige Gleichung von m Gliedern kann nie 
mehr als 2m — 2 oder 2m — 3 reelle Wurzeln haben , jenach- 
dem ihr Grad paar oder unpaar ist. 

Demnach kann eine Gleichung von 2, 3, 4 Gliedern, wenn ihr Grad 
paar ist, nie mehr als resp. 2, 4, 6, und wenn ihr Grad unpaar ist, 
nie mehr als resp. 1, 3, 5 reelle Wurzeln haben. 

In den meisten Fällen bestimmt man aber durch «die Sätze 7 und 8 
die Anzahl der reellen und der komplexen Wurzeln genauer, als durch 
diesen Satz 9. 

10. Lehrsatz von Budan oder von Fourier. — Wenn die Funktion 
/(ar -f- 1?) mZeichenwechsel mehr hat, als die Funktion 
/(a -)- q) ; so kann die Gleichung /(ar) = zwischen den Gren- 
zen p und q höchstens m reelle Wurzeln haben. Hat sie in 
diesem Intervalle weniger, also nur mf reelle Wurzeln; so ist 
m — m' stets eine paare Zahl , und die m — m' verlorenen 
Zeichenwechsel kündigen alsdann ebenso viel komplexe 
Wurzeln an, sodass also durch alle m verlorenen Zeichen- 
Wechsel immer m Wurzeln angekündigt sind. 
Wenn p die Grenze aller negativen, und q die Grenze aller posi- 
tiven reellen Wurzeln der Gleichung /(ss) überschritten hat, so musa 
/(a? -(- p) lauter Zeichenwechsel und /(o? -j- q) lauter Zeichen- 
folgen darbieten. 



§. 2. Anzahl der Wurzeln. A 

So ergiebt z. B. die Gleichung 
/(«) = a!» — 3«* — 24 «8 _|_ 95 ^8 _ 46 ;g _ jo^ __ q 

flir/(« — 10) -| 1 1 also 5 Zeichenwechsel 

„/(*— 1)-| \ h „4 

«/(*+ 0) H 1 „3 

«/(*+ 1) +H h + - 1, 3 

„/(«-fio) 4- + -!- + + 4- „0 



11 

11 
11 



Da die oberste Reihe für p = — 10 lauter Zeichenwechsel und die 
mterste für p = 10 lauter Zeichenfolgen hat; so liegen alle reellen 
•^'^urzeln zwischen — 10 und -(- 10. Insbesondere liegt zwischen — 10 
ind — 1 nothwendig eine, ebenso zwischen — 1 und eine reelle 
lA'^urzel. Zwischen 1 und 10 können höchstens drei reelle Wurzeln 
liegen; mindestens muss daselbst aber deren eine liegen, indem in 
liesem Falle zwei andere komplex sein würden. 

11. Wenn die gegebene Funktion f(a) oder irgend eine der abge- 
leiteten Funktionen /(^ -j- p) unvollständig ist, also Null- 
glieder enthält ; so hat man, um den vorstehenden Satz in Anwen- 
dung zu bringen, durch angemessene Wahl des Zeichens eines 
solchen zweideutigen Nullgliedes einmal die grödstmögliche 
Zahl von Zeichen wechselst, welche dem Werthe <^p entspricht, 
und einmal die kleinstmögliche Zahl von Zeichen wechseln, 
welche dem Werthe ]>>p entspricht, zu bestimmen. Diese beiden 
Zahlen können nur eine paare Differenz haben, welche ebenso 
viel komplexe Wurzeln anzeigt. 

So ergiebt die Gleichung 

/(a?) = a?4 _ 4 -c3 _ 3j. ^ 23 = 

für/(*) +_ — + 
„ /(*+ 1) 4- h 

„ /(^ + 10) -[. + + + + 

oder mit Bäcksicht auf die Nullglieder 

-| 1 1- also 4 Zeichenwechsel, 



„ /(« + 10) -1-4- -!--{-+ „ 



i> 
11 
11 
11 



Hiernach sind bei zwei komplexe Wurzeln und ausserdem zwi- 
schen 1 und 10 zwei Wurzeln angezeigt, von welchen es unentschieden 
bleibt, ob sie reell oder komplex sind. 
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6 . §.2. Anzahl der Wurzeln. 

Für die Gleichung 

f{x) = xT — 2a?5 — da^ -{- ix^ -- ba '\' 6 = 

hat man 

fiii /(j; — 10) -) 1 1 1 also 7 Zeichen Wechsel 

„ /(* - 1) H 1 \--\ h „ 6 

(H h-4--+ « 6 

»/(*+ 0) + - -H 1- 

1+4- + - + « 4 

„ /(* + 1) 4- + 4- -f H h « 2 

„/(*4-io) + + + + + + + +„ 

Demnach liegt zwischen — 10 und — 1 eine reelle Wurzel,| 
bei sind zwei komplexe Wurzeln und ausserdem zwischen und 1 
zwei Wurzeln angezeigt, welche reell oder komplex sein können. 

12. Lehrsatz von Sturm. — Wenn X=0 die gegebene und ^j=0 
die durch Differentiation entstehende derivirte Gleichung 
nar-' 4- (n — 1) a„_i af"« + (n — 2)a,_, ^•'- -f . . . =0 
ist; so seien X^^ X^^ X^ ... die mit entgegengesetzten 
Zeichen genommenen Beste und Qi, Q2, Q3 . . . die Quo- 
tienten, welche sich bei der Aufsuchung des grössten ge- 
meinschaftlichen Masses zwischen X und Xi ergeben; es 
sei also 

Xi = X2 Q2 — -X3 
X2 = -X3 Qg X4 

Der letzte Rest X^ ist von os unabhängig, und wenn die 
gegebene Gleichung keine gleichen Wurzeln hat, auch 
von null verschieden. 

Setzt man in jede der Funktionen 

X^ Xi^ X2 • ' ' Xn 

für x einmal die Zahl p und einmal die Zahl q ; so ergeben sich zwei 
Zeichenreihen, und die Gleichung ^=0 hat zwischen den Grenzen 
p und q genau so viel reelle Wurzeln, als die erste Reihe Zeichen- 
wechsel mehr enthält, als die zweite. 

Nimmt man also p = — oo und g =r -(- 00 ; so erfährt man so- 
fort die Anzahl aller reellen Wurzeln, unter der Voraussetzung, dass 
darunter keine gleichen vorkommen. 



§. 2. Anzahl der Wurzeln. 
So erhält man z. B. für die Gleichung 

X = x^ — 10a?3 -f 6aj 4- 1 = 
JTi = 5a;* — 30a?2 -(- 6 
X^ =20a?3 — 24a? — 5 
X^ =90 a?-« — öo! — 24 
Jr4 = 43651 ar -f 10920 

X X\ X^i X^ X\ 

für 0? = — 00 — -(- — -|- — 

X =4-00 + + + + + 

Demnach hat die Gleichung 5 reelle Wurzeln. 
Ferner ergiebt sich 



'i'i 



^5 

+ 



also 5 ZeichenwechseK 




11 



11 



für X •=• — 4 — 
= — 3 
= — 2 
= — 1 
= 
= 1 
2 
= 3 
= 4 



1^ 



w 



19 



11 



11 



11 



11 



X 
X 
X 
X 
X 
X 
X 



+ 

4- 
+ 



>i 



X 



+ 



Xx Xfi X^ X^ X*^ 

+ - + - + 

+ - + - + 

+ - 4- 

_ _ -I 4. 

H + + 

+ + + 

- + + + + 

+ + + + + 

+ + + + + 



aldo 5 Zeichenwechsel, 
4 



11 



11 



11 



11 



11 



11 



11 



11 



4 
4 
2 
1 
1 
1 




11 



11 



11 



11 



11 



11 



11 



11 



Es liegt mithin eine Wurzel zwischen — 4 und — 3, zwei zwi- 
schen — 1 und 0, eine zwischen und 1, eine zwischen 3 und 4. 

13. Stösst man unter den Funktionen X^ Xx X^ > . . auf eine X^ 
welche so beschaffen ist, dass sie für keinen Werth von x ihr 
Zeichen ändern kann ; so muss die Gleichung X^ = lauter kom- 
plexe Wurzeln enthalten. Man kann alsdann die Operation der 
Aufsuchung des gemeinschaftlichen Masses* abbrechen und die 
Betrachtung auf die Funktionen X^ Xx^ Xc^ , . . X^ beschränken. 

14. Wenn die gegebene Gleichung gleiche Wurzeln hat; so ist die 
letzte der Funktionen X^ Xx^ X^i » . » X^ ein gemeinschaftliches 
Mass aller vorhergehenden, und die Gleichung -3^ = ent- 
hält die gleichen Wurzeln einmal weniger als die Glei- 
chung X = 0. Demnach enthält die Gleichung 

•^ -.-^ ^ 

- = X' = 

alle verschiedenen Wurzeln nur einmal. Man kann also 
zur Bestimmung der letzteren die obige Betmchtung auf die 
Funktionen 

X , -Al 1, X 'i . . . 



8 §. 3. Die Grenzen der Wurzeln. 

anwenden. Die Anzahl der Zeichenwechsel dieser Reihe ist ab^ 
dieselbe, wie die Anzahl der Zeichenwechsel der Reihe 

^, ^^]) -^^ • • • 
Demgemäss ergiebt die Betrachtung der Funktionen 

die Anzahl und Lage aller reellen Wurzeln ohne Wieder- 
holung, und die Gleichung X^ = 0, auf welche dasselbe 
Schlussverfahren, wie auf -X'=0 angewandt werden kann, lehrt 
schliesslich die übrigen Wurzeln kennen. 



§. 3. 

Die wichtigsten Sätze über die äussersten Grenzen 

der reellen Wurzeln. 

Da man durch Umkehrung der Zeichen der Glieder von nnpaare» 
Grade die negativen Wurzeln einer Gleichung in positive verwandelt; 
so braucht man bei der Grenzbestimmung nur die positiven Wurzele 
ins Auge zu faissen. 

Die wichtigsten hierauf bezüglichen Sätze sind 

1. Wenn in der Gleichung 

0?" -f- a„_i a?"-* -|- «ft-8 ^""■* + • • • + ^1* + «0 = ö 
der zweite Koeffizient a„_i negativ und jeder folgende posi 
tiv ist; so ist der positive Werth von a„_i eine obere Grenze 
der positiven Wurzeln. 

2. In jeder Gleichung bildet nach Maclaurin der um 1 vermehrte 
positive Werth des grössten negativen Koeffizienten — o^ 
also der Werth a^ -j- 1 eine obere Grenze der positiven 
Wurzeln. 

3. Wenn in einer Gleichung — a„ der erste negative und — a, 

n — »n 

der grösste negative Koeffizient ist; so ist 1 -f- K a, eine 
obere Grenze der positiven Wurzeln. 

4. Wenn — a„ der erste negative, — a^ der grösste nega- 
tive und a, der grösste derjenigen positiven Koeffizienten 
a«, fl„_-i . . . Om+n welche dem Gliede — a^ vorangehen, ist; so 

stellt nach VÄne— ^ -1- 1 eine obere Grenze der positiven 

Wurzeln dar. 

5. Wenn in einer Gleichung jeder negative Koeffizient posi- 
tiv genommen und durch die Summe aller vorangehenden 
positiven Koeffizienten dividirt wird, so ist nach Bret der 
grösste hierdurch erhaltene Quotient, um 1 vermehrt, eine obere 
Grenze der positiven Wurzeln. 



§. 4. Ausscheidung gleicher Wurzeln. 9 

6. Um eine untere Grenze der poBitiven Wurzeln zu ünden, braucht 

man nur durch Substitution von ä = — die Gleichung 

herzustellen, welche die reziproken Werthe der Wurzeln der 
gegebenen Gleichung enthält, und nun nach den vorstehenden 
Sätzen die obere Grenze von a/ zu ermitteln. 



§:4. 

Die Ausscheidung der gleichen Wurzeln. 

Wenn die gegebene Gleichung gleiche Wurzeln, also die allge- 
gemeine Zusammensetzung 

/ ix) = {x — ai)" {x — (%)' {x — a^y . . . 
hat; so ist die derivirte Funktion 

fi{x) = [(x — aiy-'(x — a.,V-'(x — asy'\..'iX 
[(^x — «2) (^ -r 03) . • '-i" (^ *— «i) (^ — ^3) • • • -|- (^ — öl) (* — *i) • • • -|-etc.] 
Beide haben das gemeinschaftliche Mass 

(p (x) = {x — Ol) P-^ ix — flfa) '"' (^ — (h) '"'... 
Die derivirte Funktion und das grösste gemeinschaftliche Mass enthalten 
also die vielfachen Wurzeln einmal weniger, also die gegebene 
Gleichung. 

Bezeichnet man nun mit Hudde in der gegeben enGleichung/(j?) = 

durch Xj das Produkt der einfachen Faktoren 
„ X^ „ „ „ zweifachen „ 

„ X^ „ „ „ dreifachen „ 

„ X^ „ „ „ vierfachen „ 

„ X^ „ „ „ fünffachen „ 

und sofort; so hat man 



/ix) = Xi Xj XI X* X, 



5 
5 



und das grösste gemeinschaftliche Mass ^>(jc) zwischen f{x) 
und ihrer Derivirten /i {x) ist 

qp («) = X, XI XI X* . . . 

Ferner ist, wenn 9'(^), g)"(a?), ^"'(aj) . . . resp. das grösste gemein- 
schaftliche Mass zwischen <pix) und ihrer Derivirten 9)1 (^), zwischen 
q>^ (af) und ihrer Derivirten <p\ {x) , zwischen g)" (x) und ihrer Derivir- 
ten ip'\ (x) bezeichnet, 

tp' (x) = X^XlXl 

«p" (*) = ^4 JT« 

tp'" ix) = Xi U. 8. W. 

folglich 






10 §.5. Substitution eine« bestimmten Werthes. 






= ^ ^2 -^ -^4 "^ • • • ^^ ^ (*P) 



= ^ -Xg Jl^ Xf^ . . . = F* (jb) 



= X^X^X,.., = P*(x) 



= X^X^ . . . = P^'{x) 



u. 8. w. Hieraus ergeben sich endlich zur Bestimmung der einfachen, 
der zweifachen, der dreifachen Wurzeln u. s. w. die Gleichungen 

Fix) 



Fix) 
Fjx) 
F' ix] 
F'jx) 
F''ix) 



= X = 



= X = 



= X, = u, s. w. 



§. 5. 

Praktisches Verfahren zur Berechnung der Funktion /(jj) 
für einen bestimmten Substitutionswerth a? = r und zur 

Division derselben durch ^ — r. 

Diese beiden Operationen, welche bei der Auflösung der Gleichun- 
gen eine wesentliche Rolle spielen, lassen sich beide auf einmal durch 
folgendes einfache Verfahren ausführen. 

Die Aufgabe besteht darin, aus der gegebenen Gleichung 

fix) = a^aj" + a„_i.'i?«-^-f-a„^2 a?»-* -(-... + a^a; + Oo = 

den nach Potenzen von x geordneten ganzen Quotienten der Divi- 
sion mit X — r 

Ä„_, X--' + K_, X--' + b,_, X--' + . . . -I- 3,^ -I- 6o = 
und ausserdem den durch die Substitution x = r sich ergebenden Werth 

f(r) = a„r" + «„„ir^-^ + flt^.jr"-* + . . . + a^r + «o 
welcher zugleich den bei jener Division verbleibenden Rest darstellt, zu 
berechnen. 

Zu diesem Ende schreibt man die Koeffizienten a„, a„_i . . . der 
Funktion fix) mit ihren Zeichen in eine Reihe nebeneinander, alsdann 
multiplizirt man den ersten Koeffizienten a„ mit r und addirt zu diesem 
Produkte den zweiten Koeffizienten a„__i. Hierauf nmltiplizirt man diese 



§. 6. Transionnation. 11 

Suinme mit r und addirt zu dem Produkte den dritten Koeffizienten u. s. f. 
Auf diese Weise ergeben sich in den gedachten Summen der Reihe nach 
die Koeffizienten 6._|, b^_^ . . . des Quotienten und schliesslich der 
Rest der Division oder der Werth von /(r). 

Fehlende Glieder müssen durch Nullen ersetzt werden. 

Wäre z. R 

f(x) = 3ar« — 6a?4 -j_ 4^3 — jj — 45624 

durch j? -f- 5 zu dividiren und, da hier r = — Sist, /( — 5) zu bilden; 
so hat man 

3_|_0— 6+ 4+ 0— 1 — 45624 (— 5 

__ 15 _|_ 75 _ 345 _|_ 1705 — 8525 + 42630 

3 — 15 + 69 — 341 + 1705 — 8526 — 2994 
also für den gesuchten Quotienten 

3a;5 — 15^4 4. 69a?3 — 341 a:2 -[- 1705a? — 8526 

und für den Best oder 

/(— 5) = — 2994 
Oder iväre 

52 a» — 3,25 a?2 -f- 47 a? — 73,084 

durch X — 15,231 zu dividiren und/(15,231) bis auf drei Dezimalstel- 
len herzustellen; so hat man 

52 — 3, 250 +47 — 73, 084 

• 

761 55 7887 62 120606 34 

30 462 3943 810 60303 170 

157 752 2412 127 

23 663 361 819 

789 12 061 



792 012 



12013 634 183695 517 



52 -+- 788, 762 + 12060, 634 + 183622, 433 

Der Quotient ist also 

52a?2 -(- 788,762^ + 12060,634 
und der Rest oder 

/(15,231) = 183622,433 

§. 6. 

Praktisches Verfahren zur Umformung einer Gleichung 
in eine andere, deren Wurzeln um eine gegebene GrösseV 

kleiner sind als die der ersteren. 

Wenn 

/(d?) = a^ar -f. a««!^»-* -|- . . . + ötj a? -f" a^ = 



1 



12 §.6. Transformation. 

die gegebene Gleichung i^t; io findet man die Gleichung 

/(a?0 = a^iC- 4- a'n-i «'""' + . . . + «'i^' + a'o = 
deren Wurzeln 

x* — X — r 
um r kleiner sind, als die der gegebenen, indem man in die ersteii 
X =z x* -\- r substituirt. Auf eine bequemere Art erhält man aber di 
Koeffizienten der transformirten Gleichung in der umgekehrten Reihenfolgi 
a'o, a'i, a\ , . , a\^ indem man die gegebene Gleichung /(or) nae| 
der Regel des vorhergehenden Paragraphen durch x — r dividirtj 
aUdann den erhaltenen Quotienten ebenfalls durch x — r dividirt 
darauf den sich ergebenden Quotienten wiederum durch x — r din 
dirt u. 8. f. Die bei den einzelnen Divisionen verbleibenden Reste 
len sukzessive die Koeffizienten a\^ a\^ a'g . . . c^^ der trän sfor mir 
ten Gleichung /' (ar') dar. 

Wenn r negativ, also — r positiv ist; so entspricht die vorstehend 
Regel dem Falle, wo die Wurzeln der transforroirten Gleichung umi 
grösser sind, als die der gegebenen. 

Soll z. B. die Gleichung 

x^ -|- bx^ 4- 4a;2 -f- 3^ — 105 = 
in eine andere verwandelt werden, deren Wurzeln um 2 kleiner sind; 
so hat man wiederholt durch x — 2 zu dividiren. Diess giebt 

1 + 5 -|- 4 + 3 — 105 (2 = r 

2 -|- 14 -f- 36 + 78 

1 + 7 + 18 -f 39 — 27 = a\ 
2 -f 18 -f 72 

1 -f- 9 4- 36 + 111* = a\ 
2 -I- 22 



1 -f- 1 1 + 58 = a'2 
2 



1 + 13 = a'a 

Demnach ist die gesuchte Gleichung 

x'^ -f l^x'^ + 58a?'2 4- lila?' — 27 = 

Nach diesem Schema lässt sich dann auch leicht die für die Auf- 
lösung der Gleichungen wichtige Transformation in eine Gleichung her- 
stellen, in welcher das zweite Glied fehlt. Denn in diesem Fall«j 
muss 

x = x' ^ ^^^=^, also ÄJ' == a? -4- 5^' 

n n 

sein ; man hat also die obigen Divisionen mit x -I ^^^ auszuführen. 

' n 

Soll z. B. aus der Gleichung 

a?4 — 12df3 + 17a?2 _ 9a? 4- 7 = 
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as zweite Glied weggeschafit werden; so ist mit x — 3 zu dividiren. 
Hess giebt 

1 — 12+17— 9-f- 7 (3=rr 
3 — 27 — 30 — 117 



1 — 


9 10 39 
3 18 84 


— 110 = 


1 


6 28 123 
3 9 


a\ 


1 — 


3 — 37 — a'2 
3 





< 



1 -f = a's 

flso für die transformirte Gleichung 

^'4 _ 37^'2 _ 123a?' — 110 = 

Ist die Zahl, um welche die Wurzeln einer Gleichung vermehrt oder 
vermindert werden sollen, mehrziffrig; so kann man, wenn man die 
Multiplikationen immer nur mit einer Ziffer ausführen will, die Ver- 
mehrung oder Verminderung mit einer Ziffer nach der anderen ausführen. 
Sind z. B. die Wurzeln um 65,24 zu vermindern, sodass x — 65,24 der 
Divisor ist; so kann man für alle Divisionen erst den Faktor 60, dann 
5, dann 0,2, dann 0,04 anwenden. Sind die Wurzeln um 65,24 zu ver- 
mehren, sodass X -|- 65,24 der Divisor ist ; so kann man nach und nach 
den Faktor — 60, — 5, — 0,2, — 0,04 in Anwendung bringen. 

Will man bei diesen Operationen die Koeffizienten nur bis auf eine 
bestimmte Dezimalstelle genau ermitteln ; so lässt man nach den bekann- 
ten Regeln der abgekürzten Multiplikation die späteren Dezimalstellen 
gleich während der Rechnung weg. 

Jede spätere Operation schliesst sich an die vorhergehende ohne 
Lücke nach folgendem Schema an. 

Sollen in dem zuletzt behandelten Beispiele die Wurzeln der Glei- 
chung 

a.4 _ i2ä?3 -|- 17a?3 — dx -\- 7 = 

um 3,27 vermindert werden; so erhält man für die Division mit x — 3 
genau die obigen Zahlen, und hieran reihen sich die Zahlen der Divi- 
iSion mit x — 0,2 und dann die der Division mit x — 0,07 folgender- 
imassen an* 



12 
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§. 7. Hornersohe Methode. 

+ 17 —9 

— 30 



9 
3 



27 

10 
18 



+ 7 
— 117 



(3 



39 
84 



— 6 — 

3 ~ 



28 
9 



123 

7,392 



3 
3 



37 
0,04 



130,392 
7,376 



— 110 (0, 

— 26,0784 

— 136,07'84 

— 9,82358659 

— 145,90198559 



. 




0,2 



36,96 
0,08 



0,2 
0,2 



36,88 
0,12 



0,4 
0,2 



0,6 
0,2 



0,8 
0,07 



0,87 
0,07 



— 36,76 

0,0609 

— 36,6991 

0,0658 

— 36,6333 

0,0707 

— 36,5626 



— 137,768 

— 2,568937 

— 140,336937 

— 2,564331 

— 142,901268 



' 



0,94 

0,07 



1,01 
0,07 



1,08 



Die transfonnirte Gleichung, deren Wurzeln .r' = ^ — 3,27 n" 
3,27 kleiner sind, als die der gegebenen, ist also 
a?"* -f l,08ar'3 _. 36,5626^'2 _ 142,901268^?' — 145,90198559 =^<^ 



§. 7. 

Berechnung der reellen Wurzeln einer Gleichung 
nach der Hornerschen Methode. 

1) Nachdem eine reelle Wurzel einer Gleichung erst zwischen z^ 
nahe gelegene Grenz werthe eingeschlossen ist, lässt sich ihr genaaef«^ 
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Werth am bequemsten durch das von Homer angegebene Verfahren 
berechnen. Dieses Verfahren geht darauf aus, nachdem auf irgend eine 
Weise die Anfangsziffer des dekadisch gebildeten Zahiwerthes einer 
iVurzel gefunden ist, nachundnach die zweite , dritte ^ vierte und jede 
folgende Ziffer zu bestimmen. Ware nun die auf andere Weise bereits 
gefundene er^te Ziffer unter Berücksichtigung ihres dekadischen Werthes 
nrr und der fehlende Theil der Wurzel = a:\ also .1?= r -j- a?'; so stellt 
man zu obigem Zwecke aus der gegebenen Gleichung 

f{x) = a,«" + fln-i«""* 4- ••• + «!*' + <»o = (1) 

iiejenige her, deren Wurzeln s^ um r kleiner sind, für welche man also 
»* = a? — r hat. Diese Gleichung 

/(^0 = «'«^ + a»-i^-"'"+---+«'i'^'+«'o = (2) 

erhält man nach §. 6, indem man die gegebene nach §. 5 wiederholt durch 
K — r dividirt. 

Vernachlässigt man in dieser Gleichung alle höheren Potenzen von 
((', schreibt dieselbe also abgekürzt 

a\ a?' -f a'o = . . . (3) 

90 ist 

*' = -^ w 

«an Näherungswerth von x\ aus welchem man die erste Ziffer r' von .r', 
also die zweite Ziffer von x bestimmt. 

Diese aus dem Näherungswerthe (4) gefundene Ziffer r' bedarf einer 
Kontrole. Am einfachsten übt man diese Kontrole dadurch aus, dass 
man in Gl. (2) für x* einmal den Werth r' und dann den um 1 erhöhten 
Werth der Ziffer r' substituirt. Wenn r' die richtige Anfangsziffer von a' ist, 
so müssen diese beiden Substitutionen Resultate mit entgegengesetzten 
Zeichen geben. Fände man zwei Resultate mit gleichen Zeichen; so 
wäre r' nicht die richtige Ziffer : ob dieselbe aber vergrössert oder ver- 
kleinert werden müsste, würde man aus der relativen Grösse jener Re- 
sultate erkennen, wenn man berücksichtigt, dass dieselben für den ge- 
nauen Werth von x' gleich null werden raüssten *). 



*) GewÖhBlich wird als Kontrole verlangt, dass man den Näherungswerth r* für 
X* in die* rechte Seite des ans Gl. (2) sich ergebenden Ausdruckes 



^ 0^ 



a\ -|- a'^x* -|- a'gflj'* -j- . . . -|- a\ 



X 



tn — 1 



substitnire und nachsehe , ob diess Resultat wirklich die Anfangsziffer r* wie- 
dererzeuge. Dieses Kontroleverfahren ist viel umständlicher, als das oben be- 
zeichnete; denn theils darf man nicht glauben, dass wenn die Substitution 
X' z= r' in den eben notirten genauen Ausdruck das Resultat sp' > r' und 
ix'^r' -|- 1 ergäbe, nun wirklich r' die richtige Anfangsziffer von x' sei. 
Man musa vielmehr ausser r* auch einmal r' -f- 1 in die rechte Seite sub- 
stituiren, und r' ist nur dann die richtige Ziffer, wenn entweder 



1 
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Die Substitution ^' = r' in Gl. (2) ist zugleich der nächste Schritt 
der weiteren Operation, indem zur Bestimmung der dritten ZiflTer der 
Wurzel X aus der ersten transforroirten Gleichung (2) durch Verkleine- 
rung der Wurzeln oe^ um den Betrag der Ziffer r' die zweite transfo^ 
mirte Gleichung 

/' (ÄfO = a\ ^"» + a'\_,x'**-' -|- . . . -j- o^'j -P" -|_ a-o = * . (5) 
gebildet wird, in welcher se" = scf — r* ist. 

Die erste Ziffer von x" ist die dritte von ob. Man erhält für 
dieselbe einen Näherungswerth aus der abgekürzten Formel j 

af\ sc* -f a"o = (6'^ 

oder aus 



— a" 



a 1 

Die aus (7) gefundene Ziffer r" wird durch Substitution von r" und 
r" -(- 1 in Gl. (5) kontrolirt und eventuell berichtigt. 

Hierauf wird aus der zweiten transforroirten Gleichung (5) die dritte 
durch fernere Verkleinerung der Wurzeln um den Werth der Ziffer r" 
hergestellt und die vierte Ziffer r'" ermittelt. 

Wenn die zu berechnende Wurzel durch die fortgesetzte Verkleine- 
rung eine hinreichende Kleinheit erlangt hat, wird die Kontrole der 
aus den abgekürzten Formeln sich ergebenden Ziffern offenbar über- 
flüssig. 

Ausserdem wüfde sich eine falsche Ziffer im Verlaufe der Rech- 
nung auch dadurch kund thun, dass man für eine spätere Ziffer einen 

Werth ^ 10 oder einen negativen Werth erhielte. Wenn erst einige 

Ziffern sicher ermittelt sind, kann aus der Unterlassung der Kontrole 
überhaupt kein Fehler entstehen. Hätte man aber in den ersten Ziffern 
einen solchen Fehler begangen, und würde durch das spätere Erscheinen 

einer Ziffer ^ 10 oder einer negativen Ziffer darauf aufmerksam 

gemacht; so. würde es nicht unbedingt nöthig sein, nochmals die ganze 
frühere Rechnung zu wiederholen ; man könnte vielmehr an dieser Stelle 
durch die Kontrole vorher den ganzen vorderen Theil der Wurzel mit 
einem Male feststellen. 



die Sabstitution von r' das Resultat >• r' • 

and „ „ „ r' -|- 1 „ „ < r' -f 1 

oder wenn 

die Substitution von r* das Resultat <; r* 
«nd „ „ „ r' + l „ „ >r' + 1 

ergiebt und wenn zugleich mit der Substitution von v* und r' -|- 1 ein Zei- 
chenwechsel des bekannten Gliedes der nächstfolgenden transformirten Glei- 
chung verbunden ist. 

Ausserdem hat man hier Substitutionen zu machen, deren Mühe für die 
fernere Rechnung verlonen ist, wogegen bei dem obigen Verfahren die eine 
Substitution immer schon der folgenden Rechnung zu gut kömmt. 



^B^^WW 
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2. Es leuchtet ein, <1<'^bs man sich immer nur mit der Berechnung 
positiver Wurzeln zu befassen hat, indem die negativen leicht in po- 
sitive zu verwandeln sind. 

Übrigens wird vorausgesetzt, dass von der zu berechnenden Wurzel 
nicht bloss die Anfangsziffer bekannt sei, sondern dass die Gleichung 
nicht noch eine andere Wurzel habe, welche gleichfalls mit derselben 
Anfangsziffer beginnt. Wäre Letzteres der Fall; so müsste die zu 
berechnende Wurzel von der nächst grösseren erst getrennt, es müssten 
alao alle Anfangsziffern ermittelt sein, durch welche sich die erste 
Wurzel von der nächst grösseren unterscheidet. 

Bei gehöriger Aufmerksamkeit kann man die Wurzeln, welche eine 
gewisse Menge von Anfangsziffern gemein haben, welche sich also nahe 
liegen, auch durch den Hornerschen Rechnungsprozess entdecken. Zu 
dem Ende beachte man, dass wenn . . . r die Anfangsziffern sind, welche 
in zwei benachbarten Wurzeln gemeinschaftlich vorkommen und es ist 
r' die nächstfolgende Ziffer der ersten Wurzel und 8* die nächstfolgende 
Ziffer der zweiten Wurzel ; so muss man finden , dass jede für sich 
der genauen Formel (2) genügt, dass also r' und r' -|- 1, sowie auch 
8* und tf' -|- 1 einen Zeichen Wechsel nach sich zieht. 

Gleichzeitig muss aber auch r' und s' einen Zeichenwechsel oder 
r' -j- 1 und ß' keinen Zeichenwechsel bedingen. 

Der Werth von/(a?') aus (2) für ^'=r' ist aber gleich dem Werthe 
des bekannten Gliedes &'q aus der nächsten transformirten 
Gleichung (5), weil dieses Glied der Werth von f'{(ß") für x" = ist. 
Demnach erkennt man das Vorhandensein der nächst grösseren Wurzel 
daran, dass während der Ausdruck (3) durch 'zwei Zahlen r' und «' er- 
füllt wird, das bekannte Glied a"© der Gleichung (5) das Zeichen 
wechselt, sobald r' in s* übergeht. 

Bei dem Überspringen einer Wurzel, welches vorkommt, wenn 
man von dem Näherungs werthe . . . r zur Berechnung der zweiten 
Wurzel . . . tä' übergeht, indem dabei die erste Wurzel , . . rr' über- 
sprungen wird, hat man auf diese Zeichenwechsel genau zu achten, indem 
es sich dann leicht ereignet, dass die Gleichung (2) durch mehrere 
Ziffern, wovon jedoch nur die betreffende zu nehmen ist, 
erfüllt wird. (Vergleiche weiter unten das Zahlenbeispiel sub No. 6.) 

In allen Fällen ist es rathsam, zu beachten, dass wenn keine Wurzel 
übersprungen wird, das Zeichen der bekannten Glieder a'o, a"o, a'"o • • ■ 
fortwährend dasselbe bleiben muss. 

Wenn eine oder überhaupt eine un paare Anzahl von Wurzeln 
übersprungen wird, muss ein Zeichenwechsel eintreten. 

Wenn eine paare Anzahl von Wurzeln übersprungen wird, tritt 
kein Zeichenwechsel ein. 

Wenn also mehrere Wurzeln übersprungen werden könndn, ist der 
Theilung der Intervalle und den Zeichenwechseln besondere Aufmerk- 

m 

samkeit zu widmen. 

2 
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Wenn eine aus der Nähern ngsfonnel (4) zu bestimmende Ziffer i 
keiner Dezimalstelle, sondern dem ganzen Theile der Wurzel x ange- 
hört; so könnte es befremden, daps dessenungeachtet jene Formel (4 
in den meisten Fällen einen Näherungswerth für die Ziffer r' liefert 
da. doch diese Formel auf einer Vernachlässigung der höheren Poten 
zen von r* beruht. 

Zur Erläuterung dieser Erscheinung beachte man, dass in der ge 
gebenen Gleichung (1), wenn man deren Wurzeln mit a?i, a?2, arg . . . b«- 
zeichnet, 

ö^o = -f" a?i ar.^ a?3 . . . 

^i = T (^1^2 ••• + •^1^3 ••• + ^2^3 •••-!- • • •) 
und dass in der transformirten Gleichung (2) 

a'o= i a;'iÄ?'2^'3 ... 

a'i= + (^'i ^'2. •• + '*•'! "^3.-. + ^'2^'3...+ . . . 
also 

Q'o (X^x !C\(ß\ . . . 

«'1 ^'ia?'2... + a?'ic2?'3..-f-«'2a?'3...-j- . . . 

ist. 

Ist nun x^ diejenige Wurzel, welche man bei der Bildung dieser 
transformirten Gleichung bestimmen will, sodass alle Wurzeln um x^^.^^ 
vermindert sind; so stellt die vorstehende Formel, welche auch in der Form 

— q'o ____^__^__ ^'1 

^'^ ~ l + £l + ^ . fli 1 

^ ^'2 ^ ^'3 ^ ^'4 ^ * " 1 

geschrieben werden kann,, nahezu den Werth von x\ dar, wenn die 

p .. Sß\ x\ x\ 

irrossen _, — , — - . . ziemlich kleine echte Brüche sind. Diese 

Brüche sind aber immer dann ziemlich klein, wenigstens immer dann 
echt, wenn die Wurzel x^ mit keiner der übrigen Wurzeln a?2, ^3 
dieselbe Anfangsziffer (natürlich von demselben dekadischen 
Range) gemein hat. Denn setzt man die zu bestimmende Wurzel 
^=r'10^-f r'lO^-^ + ... und irgend eine andere x^ = 5IO' 
-)- 5' 10-^ 1 _|- . . . ; so ist x\ = r' 10"-^ + ... und ^'2 = ^2 — r 10^ 
= — rlOp + slO'^ + Ä'IO'-^ + . . ., folglich 

^'2 — rlO^ + alO' + s'lO'-^-f-...— 10(— r + JlOs-p-l- T 

Dieser Bruch ist aber immer < 1, solange nicht ^ =^ und gleichzeitig 
r = 8 ist, d.h. solange nicht die beiden Wurzeln ^1 und a?2 gleiche Anfangs- 
ziff-ern (von demselben Range) haben. Aber auch im Falle dieser Gleichheit 
ist jener Bruch noch nicht unbedingt > 1 ; er bleibt vielmehr < 1 oder 
nahezu = 1, wenn ausser den ersten Anfangsziff'ern r,s auch noch die 
zweiten Ziff*ern r',5' gleich sind, sodass die erheblichere Abweichung erst 
bei derjenigen transformirten Gleichung eintritt und nur in dem Stadium 
herrscht, wo man von den übereinstimmenden zu d«n verschiedenen Zif- 
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fern der beiden Wurzeln Xi^a^ überzugehen im Begriffe ist, ein Fall, 
welcher schon oben erwähnt ist. 

3. Als Beispiel sei die Gleichung 

x^ — 312 a?3 4- 23337 «2 -f 14874a? + 2360 = 
gegeben. Zwei Wurzeln liegen zwischen 100 und 200; die erste liegt 
zwischen 100 und 130, die zweite zwischen 130 und 200. Um die 
erstere zu ermitteln kann man sogleich r = 120 setzen; man kann aber 
auch, wenn man die Multiplikationen nur mit ein zil'fr igen Zahlen 
ausführen will, erst r= 100 und darauf r' = 20 nehmen. Das letz- 
tere Verfahren, wonach die Wurzeln erst um r = 100 erniedrigt wer- 
den, giebt folgende Rechnung, 





312 
100 


23337 
21200 


14874 
213700 


2360 (100 — r 

22857400 




212 
100 — 


2137 
11200 


228574 
906300 


22859760 (20 — r' 
16795720 


1 — 


112 

100 —- 


9063 — 
1200 


677726 
162060 


6064040 (G — r" 
— 5759280 




12 — 
100 


10263 
2160 


839786 
110860 


304760 (0,3 = r'" 

— 288725,8779 




88 — 
20 


8103 
2560 — 


950646 
9234 


16034,1221 (0,01 — r"" 
9621,7953 




108 — 
20 


5543 
2960 


959880 
2754 


6412,3268(0,000 
— 5772,9970 




128 — 
20 


2583. 
1044 


962634 
214,407 

962419,593 
231,741 

962187,852 
8,323 

962179,529 
8,34. 


639,3298 WOOUü 
577,2964 




148 — 
20 


1539 — 
1080 


62,0334 (0,00000 
57,7296 




168 — 
6 - 


459 — 
1116 


4,3038 (.0,000004 
3,8486 




174 
6 

180 
6 

186 
6 


657 _ 
57,69 


0,4552 (0,0000004 
0,3848 




714,69 "" 

57,78 

772,47 
57,87 


962171,19 
5,02 

962166,17 
5,0. 


0,0704 (0,00000007 
673 




0,0031(0,000000003 
0,0029 




192 
0,3 

192,3 
0,3 

192,6 
0,3 

192,9 
0,3 


830,34 
1,93 

^;j;2,27 

1,9. — 


962161,2 
0,5 

962160,7 

96216 0, 


0,0002 (0,000000000(2) 

0,0002 




0,0000 




834,2 — 


96216., 






A. " 


9621 . ., 






8|3 6, — 


962 . . ., 






— 


»/ o • • • • , 






1 iQl.q l<> 





=19T 
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Hiernach ist die gesuchte Wurzel 

.r = 126,316664473(2)... 

Zur Erläuterung der vorstehenden Rechnung dient Folgendes : Für 

die zweite Ziffer 2 oder für r' = 20 würde die Näherungsformel (4) 

— 22859760 
zunächst r' = 



— 677726 
lehrt aber, da hiernach 



r' = 



30 geben. Die Kontrole durch Gl. (3) 



— 27859760 



— 677726 — 10263 r' + 88r'2 -f r'S 

sein muss, dass man r' = 20 zu nehmen hat. 

In den folgenden Stellen giebt die Näherungsformel jedesmal die 
richtige Ziffer. 

Bis zur vierten Ziffer 3 oder r'" = 0,3 einschliesslich sind alle 
Multiplikationen vollständig ausgeführt. Diess giebt in den letzten Glie- 
dern a^ der transformirten Gleichung Zahlen mit vier Dezimalstellen. 
Da es Absicht war, in diesen Gliedern nicht mehr als vier Dezimalstellen 
in Anwendung zu bringen ; so konnte bei der Berechnung der späteren 
Ziffern der Wurzel die abgekürzte Multiplikation angewendet werden, 
und zu diesem Ende war es nöthig, so zu operiren, dass sich in den letz- 
ten Gliedern immer vier Dezimalstellen als richtig verbürgen Hessen. 

Demnach wird bei der Multiplikation mit der fünften Ziffer 1 oder 
r"":=:0,01 schon das zweite Glied a^ der transformirten Gleichung nicht 
mehr berechnet; es wird vielmehr von diesem Gliede 193,2 eine Stelle 
nach der anderen abgeschnitten, wodurch sich für das dritte und vierte 
Glied «2 und ai abgekürzte Zahlen ergeben. 

Bei der Multiplikation mit der sechsten Ziffer 6 braucht das dritte 
Glied «2 der transformirten Gleichung nicht mehr berechnet zu werden; 
es werden vielmehr von diesem Gliede 836 nachundnach die letzten 
Stellen abgeschnitten, was wiederum zu abgekürzten Zahlen für das vierte 
Glied üi führt. 

Bei der Multiplikation mit der siebenten Ziffer 6 kommt nur noch 
einmal die erste Stelle 8 des dritten Gliedes in Betracht. Späterhin 
reduzirt sich die ganze Operation auf die Multiplikation des immer um 
eine Stelle kürzer werdenden vierten Gliedes. 

Die letzte Ziffer 2 ist zweifelhaft und kann sich auf 1 reduziren, 
da die letzte Ziffer des letzten Gliedes Oo sich möglicherweise um eine 
Einheit vermindern kann. 

4. Es leuchtet ein, dass nach der Hornerschen Methode 
auch sehr bequem jede höhere Wurzel aus einer Zahl gezogen werden 
kann. Um z. B. ]/ 15000000 zu bestimmen, ist die Gleichung 

x^ — 15000000 = 

aufzulösen. Man findet leicht, dass die einzige reelle Wurzel zwischen 
200 und 300 liegt, und hat demnach folgende Rechnung, bei welcher 
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die Abkürzung so gehalten ist, dass Dezimalstellen in den einzelnen 



Glie4e 



n gar nicht beachtet werden sollen. 




200 



200 
200 



400 
200 



600 
40 



640 
40 



680 
40 



720 
6 



726 

6 



732 



7|3|8 




40000 



40000 
80000 



120000 
25600 



145600 
27200 



172800 
4356 

177156 
4392 

181548 
443 

1819911 
44 



182413 



182|4 . 



18|2 . 



1|8 . 



15000000 
8000000 

7000000 
5824000 

1176000 
1062986 



113064 
109195 



3869 
3649 



220 

182 



38 
36 



2 

2 







200 



40 = r' 



G = r 



n 



0,6= r 



0,02 



0,001 



0,0002 



0,00001 



Hl 



Die Wurzel x = 246,6212(1) ergiebt sich also auf acht Stellen ge- 
nau, wovon die letzte zweifelhaft sein könnte, im vorliegenden Falle aber 

genau ist. 

5. Selbst die Ausziehung der Quadratwurzel lässt sich nach 
der Hornerschen Methode leichter als nach jeder anderen be- 
wirke». So hat man' z. B. zur Berechnung von Y^ oder der Wurzel 
von sc^ — 5 = 0, welche zwischen 2 uiid 3 liegt, 



09 



1 
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— 5 2 = r 

2 4 





2 
2 




4 
0,2 




4,2 
0,2 




4,4 
0,03 




4,43 
0,03 




4,46 
0,006 




4,466 
0,006 




4,472 




4,472 




4,47 2 . 




4,4 7 . . 




4,14... 



— 1 

0,84 



— 0,16 . 
0,1329 



— 0,0271 
0,026796 



0,00030 t 




0,00030400 
26832 



— 3568 
3130 



— 438 
402 :* 



30 



0,2 



0,08 



0,006 



0,0000 



0,00000 



0,000007 



0,0000009 



0,0000000(8) 



— l 



1. fr, • ... 

Hiernach ist a: = 2,2360679(8). 

6. Um die unter Nr. 2 bezeichneten ungewöhnlichen Fälle an einem 
Beispiele zu erläutern; so bemerken wir, dass die unter Nr. 3 behandelte 
Gleichung ausser der Wurzel 126,31... auch die Wurzel 1 86,31. •• 
hat. Durch die Vorbereitungsrechnungen erfahrt man also, dass zwei 
Wurzeln jener Gleichung zwischen 100, und 200 liegen. Wenn man 
hiernach die Auflösung mit r = 100 beginnt; so wird die erste trans- 
formirte Gleichung wie vorhin 

.t;'4 -|. 88a?'3 — 10263 ^'2 _ r)77726 a?' -f- 22859760 = 
also die Näherungs Formel (4) 

^ _ 22859760 
^ ~~ 677726 

Die Näherungsformel lässt allerdings nur den Werth r' = 30 er- 
kennen, welcher durch die genaue Formel auf r' = 20 korrigirt wird, 
indem ä' = 20 ein positives und j?' = 30 ein negatives Resultat giebt. 
Dieser Werth r' = 20 ergiebt die unter Nr. 3 berechnete Wurzel. 
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AuRäerdcni lehrt aber die vorstehende transforniirte Gleichung, dass 
noch ein höherer Werth von r' znlässig ist, indem dieselbe für r' = 80 
ein negatives und für r' = 1)0 ein positives Resultat liefert. Folglich 
ist auch r' = 80 ein gültiger Werth, und für diesen Werth muss das 
bekannte Glied der nächsten transforniirten Gleichung das Zeichen 
wechseln, also negativ werden, da es bisher positiv war. Diess ge- 
schieht in der That, indem sich die Rechnung jetzt folgendermassen 
fortsetzt. 



1 



88 
80 



1 


168 




80 


1 


248 




80 


1 


328 




80 



— 10263 
13440 

3177 
19840 

23017 
26240 



— 677726 
254160 

— 423566 
1841360 

1417794 



22859760 (80 = 
— 33885280 

~~TÖ25520 



49257 



408 



Man hat zunächst das erwartete negative Glied — 1025520, und 
die Fortsetzung liefert die Wurzel 186,316665178. 

7. Ein zweites Beispiel dieser Art bietet die Gleichung 
46960ä?2 — 307668 j? + 503794 = 
dar, deren beide Wurzeln zwischen 3 und 4 liegen, und für deren erste 
3,2205... man folgende Rechnung hat. 



= 3 



= 0,2 



46960 


307668 
140880 


503794 (r 

— 500364 

— — \ 


46960 


166788 
140880 


3430 (r' 
3303,2 


46960 


25908 
9392 


126,8 


46960 


16516 
9392 





46960 — 7124 

Die erste transforniirte Gleichung ist also 

46960 a?'2 — 25908 a?' + 3430 = 

folglich abgekürzt 

^ _ — 3430 

'^' ~ — 25908 
Diese Näherungsformel giebt zuerst r' = 0,1, welcher Werth durch 
die genaue Formel auf den vorstehend schon angewandten Werth r' = 0,2 
korrigirt wird. 



24 §8. Anwendung der Regula iklsi. 

Setzt man ausserdem in die genaue Formel r' = 0,3 und r'=rO,4; 
so erhält man nochmals einen Zeichenwechsel. Man hat also noch r'=0,3 
zu setzen und einen Zeichenwechsel des bekannten Gliedes, welches jetzt 
negativ werden muss, zu erwarten. In der That giebt die Annahme 
r' = 0,3 

46960 —25908 3430 (r' = 0,3 

14088 — 3546 



46960 — 11820 — 116 

14088 



46960 2268 



§. 8. 

Die Anwendung der Regula falsi auf die Berechnung der 

Wurzeln einer Gleichung. 

1. Nach der in den mathematischen Lehrbüchern enthaltenen Vor- 
schrift über die Anwendung der Regula falsi zur Berechnung der Wur- 
zel einer Gleichung wird ausdrücklich vorausgesetzt, dass cßi und x^ zwei 
genäherte Werthe von x in der Gleichung y=f(ßi)c=0 seien. 
Wenn Diess der Fall ist ; so wird die Grösse x^ , welche durch einen 
der nachstehenden Ausdrücke 

yi — yi yi — y2 .y\ — y^ 

bestimmt ist, noch näher an dem gesuchten Werthe von sc liegen, als 
Xi und ^2- Hierbei werden alle Grössen ^i, tt?2,y 1,1/2 ^^ ^^^ ihnen zu- 
kommenden Zeichen genommen. 

Liegt also x^ näher an x als a?i, oder liegt y^ näher an null als yu 
so wird a?3 näher an x liegen aU? ^21 oder y^ näher an null als y^» 

Unter nochmaliger Anwendung derselben Formel auf x^ und ^3 
lässt sich dann ein noch näherer Werth x^ berechnen u. s. w. Eine Ver- 
gleichung solcher zwei zuletzt berechneten Werthe , z. B. x^ und ^4^ 
von welchen der eine grösser und der andere kleiner als x ist, für 
welche also y^ und 1/4 entgegengesetzte Zeichen annehmen, giebt zu er- 
kennen, auf wieviel Dezimalstellen der letzte Werth als genau zu be- 
trachten ist. 

In ihrer Anwendung auf die algebraischen Gleichungen steht zwar 
die Regula falsi , obgleich sie häufig eine raschere Annäherung an den 
gesuchten Werth von x gestattet, in Beziehung auf Bequemlichkeit der 
Hornerschen Methode nach, weil letztere immer nur ganz einfache 
Operationenmit einziffrigen Za hie nerfordertund mit aller Sicher- 
heit eine Stelle der gesuchten Grösse nach der andern ergiebt: 



g. 8. Anwendung der Rugula faUi, 25 

gleichwohl ist die Regula falsi für gewisse Fülle, n:imentlich filr trnns- 
zendeDte Gleichungen von Interesse. Mit Rücksicht auf solche Fälle, 
namentlich aber in einer allgemeinen, weiter unten zu erörternden Be- 
liehung ist es daher wichtig an bemerken, dass die Reg\)la falsi nicht 
anf die obige Bedingung eingeschränkt ist, dasa die Ansgangswerthe ^i 
und sTj schon Nähcrnngswerthe von ,1: seien. 

i. Man kann vielmehr die Behauptung aussprechen , dass wenn 
iwinchen den Grössen Xi und x^ ein oder überhaupt eine unpaare 
Menge von Werthen der Wurzel .v liegen, wovon also yi und y^ ent- 
gegengesetzte Zeichen haben, die obige Regel immer anwend- 
bar ist und bei fortgesetzter Anwendung stets auf einen Werth von 3: 
löhren muss, wenn man nur jeden nach der obigen Formel berechneten 
neuen Werthatg mit demjenigen der beiden vorhergehenden Werthe /i,«^ 
kombinirt, für welchen y das entgegengesetzte Zeichen annimmt, 
gleichviel ob j:,,^!^,^^ . .. eigentliche Näherungawerthe vonx 
sind oder nicht. 

Die Richtigkeit dieser Behauptung lässt sich am raschesten durch 
die graphische Darstellung übersehen. In Fig. 1 sind die Werthe von 
Fig. 1. 3= /Wals die Ordi- 

naten einer Kurve darge- 
stellt, welchen V als Ab- 
szisse angehört. Die 
Regula falsi setzt nun 
liir ^3 diejenige Abszisse, 
welche dem Durch- 
schnittspunkte der vom 
Endpunkte der Ordinate 
^1 nach dem Endpunkt« 
der Ortlinate y.^ gezoge- 
nen geraden Linie Ai A^ mit der Abszissenaxe entspricht. Liegen A^ 
und A3 auf entgegengesetzten Seiten der Axe; so wird yj immer das 
entgegengesetzte Zeichen entweder von yt oder von y^ haben. In un- 
serer Figur haben yj und y^ entgegengesetzte Zeichen. Kombinirt man 
also diese beiden Ordinaten ; so erhält man 1/4, welche Ordinate hier das 
entgegengesetzte Zeichen von y^ hat und damit zu kombiniren ist. Hier- 
durch erhält man x.,, deren Ordinate y^ wiederum mit y^ (nicht mit ^4) 
zu kombiniren ist. 

Es leuchtet ein, dass man sich durch dieses Verfahren schliesslich 
dem Werthe von x mit jedem beliebigen Grade von Genauigkeit nähern 
muss, selbst wenn einzelne der früheren Werthe !Ci, it>i, X3 . . . nicht eine 
Annäherung, sondern eine Entfernung von jenem Werthe enthalten 
sollton. 

3. Wenn man im Verlauf des eben erörterten Verfahrens in der 
Reihe AuA^iAa... zwei aufeinander, folgende Punkte erreicht, zwischen 
welchen die Knrve ganz konvex oder ganz konkav ist, zwischen 
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ihr Zeichen nicht mohr ändert, vielmehr bei konvexen Kiirven- 
theilen stets positiv und bei konkaven stets negativ bleibt; so wird | 
dieser Zustand irgend einem der in Fig. 2 bis 5 dargestellten vier Falle 
Fig. 2. angchöien. Das Cliarak- 

teristUche aller dieser 
Fälle ist, dasfi bei den | 
späteren Nähen ingaopera- | 
tioneii die dem Punkte A l 
angehörige Abszisse nnd 
Ordinate unverändert | 
bleibt und der Funkt it ; 
mit seinen Koordinaten 1 
Xi, yi dem gesuchten 
Fig. 8. DurchschnitLspnnkte der | 

Kurve mit der Axe al- i 
lein »ich nähert. h\ 
Pig. 2 und 3 wächst der 
Werth von tci fortwäh- i 
rend, in Fig. 4 und 6 | 
nimmt derselbe unaiit 
hörlich ab. In den ersten 
beiden Fällen hat die dem ^ 
zuletzt bestimmten Pankle j 
* ■ ^1 angehörige Ordinateyi 

das entgegengesetzte ! 
Zeichen der goniometri- 
scUen Tangente y' des 
Neigiingswinkelä a der 
Beriihrungslinie an A, 
also das entgegengesetzte 
Zeichen der ersten de- | 
„. , livirten Funktion 

welche der Abszisse *j ■ 
angehört; in den letzten 
beiden Fällen <lagegen 
■haben yi und y' gleiche 
Zeichen. 

In .'kllen Fällen aber 
ist der absolute Wertb 
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des Fehlers, um welchen sich der NÄheningswerth ä?j von dem wahren 
Werthe x nnterscheidet, also x — Xi oder .Vi — x kleiner als der ab- 
solate Werth der Grösse 

Vi _ iL _ _/(^ii 

indem diese Grösse den Werth der Snbtangente ^i — x* oder x* — a?i 
fiir den Punkt Ai darstellt. 

Die letztere Relation liefert daher einen Massstab für den Nähe- 
rnngsgrad oder die Fehlergrenze des Werthes Xi. 

Uro die vorstehende Bestimmung der Fehlergrenze anwenden zu 
können, braucht die Kurve vom Punkte Ai ans nicht nothwendig bis 
zam Punkte A^ sondern nur bis zum Durchschnitte mit der Axe ganz 
konvex oder ganz konkav oder überhaupt nur so gekrümmt zu sein, das» 
sie den Durchschnittspunkt der an Ai gelegten Tangente mit der Axe 
nicht überschreitet. Lässt sich die Existenz einer solchen Krümmung 
aus anderen Momenten konstatiren; so kann man die Fehlergrenze immer 
nach der obigen Formel bestimmen. 

4. Wendet man beispielsweise die Regula falsi zur Berechnung 
der zwischen 120 und 130 liegenden Wurzel der in §. 7 behandelten 
Gleichung 

x^ — 312^3 + 23837 a?2 -f 14874 a? -f- 2360 = 

an; so hat man 

a?i = 120 2/1= 6064040 

^2 = 130 y2 = — 3522720 
also 

^' - ^^^^ 6064040 4- 3522720 1^6,325599 

Nimmt man 

^»3 = 126,32 ya = — 3088,18 

so würde man nach der gewöhnlichen Regel jetzt ^^3 mit x^ kombini- 

ren, was 

r -.0..0 I 026,32-130) (-3088,18) _,^,^,^^^^, 
** = ^^^^^^ I -3522720 + 3088.18 -1?M16772 

ergiebt. 

Nach unserer letzteren Regel hat man dagegen x^ mit Xi zu kom- 
biniren, weil y^ und yx entgegengesetzte Zeichen haV)en. Diess ^iebt 

«. o. . (126,32 — 120) (—3088,18) ,^^o..^on 
., = 126,32+^- ^064040+ 3088,18 ^ 126,316783 

Nimmt man 

x^ = 126,3167 y4 = — 34,1562 
80 ist der Fehler, weil hier die erste derivirte Funktion 
/(.r) = 4j?3 __ 936 a?2 «4_ 46^74.1? -f- 14874 
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für a?4 = 126,3167 den Werth/(ar4) = 174690 liefert, jedenfalls klei- 
ner als 

IS =«■-'- 

Der wahre Werth von a liegt also zwischen 126,3 167 und 126,3 16504. 
In der That ist dieser Werth im vorhergehenden Paragraphen gleich 
126,316664 gefunden. 

5. Wenn die Kurve zwischen den beiden Punkten A^Ai^ welchen 
die beiden Grenzwerthe scq , Xi der Wurzel a; angehören mögen , ganz 
konvex oder ganz konkav ist (ein Fall, welcher nach den Operationen 
des nächstfolgenden Paragraphen stets vorausgesetzt werden kann); so 
bleiben bei der in Nr. 2 bezeichneten Anwendung der Regula falsi die 
Koordinaten ^Q^yo des einen Punktes A fortwährend unverändert, 
und es ändern sich nur die Koordinaten des anderen Punktes. 

Dieser unveränderliche Punkt A hat die aus Fig. 2, 3, 4, 5 er- 
sichtliche Lage. Er liegt nach Fig. 4 und b links, d. h. .^o ist kleiner 
als jeder später zu berechnende Näherungs werth a;i, jr2i -^^a • •• •» wenn yo 
und y'o entgegengesetzte Zeichen haben, und er liegt nach Fig. 2 
und 3 rechts, d. h. ^q i^* grösser als jeder spätere Näherungs werth 
a?i,a?2i'^3 • ••' ^^^^ yo ^^^ y'o gleiche Zeichen haben. 

Im ersten Falle kann also der aus ^ot yoi ^^u yi zuerst zu berechnende 
Näherungs werth ^2 ^^ ^^^ Form 

.f., = ;j?o H = '^0 ~r . . . . CU 

yo — yi 1 _ ^L 

yo 

im zweiten Falle dagegen in die Form 

(^0 — ^\)yo ^ ^0 — ^1 /ox 

yo — 2/1 i _ iL 

yo 

gestellt werden. In Gl. (1) ist dann Xi — j?o, in Gl. (2) dagegen Xq — ^1 
stets eine entschieden positive Grösse. Jn beiden Gleichungen aber haben 

I/o und yi entgegengesetzte Zeichen ; es ist also — — entschieden positiv 

yo 

und 1 ^ ^ > 1. 

yo 

Schreiben wir daher für beide Fälle 

^2 = ^0 + C-!^! - '^0) — ^ = ^0 H ' ' ' (^) 

yo — yi 1 __ ^ 

yo 

welche Formel für beide Fälle gilt, indem im ersten Falle Xi — Xq po- 
sitiv, im zweiten dagegen negativ ist. 
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Da jeder neue Näherungswerth immer mit 4?o zu kombiniren i8t ; 
so hat man 



^4 = ^0 + (^3 — "^o) 



yo 



yo 



yo — ya 

u. 8. w. oder wenn man bei jedem folgenden Werthe die vorhergehenden 
berücksichtigt, 

., = ,.o + (.., - ..„) (-^ (^^) = ..,^- flf^ ,.(4) 

\yo- yi/ ^yo—yi/ ■ - 



(i .yjL)(i_yi) 



■'. - -„ + (.r. - .«) (-^) (-^) i-^ 

Vyo -- yi/ \yo — yJ \yo — ys/ 



= ^0 + T-^ — \—, ^ (5) 



\ yo/ \ yo/ \ yo/ 



U. 8. W. 



Man sieht, in diesen Ausdrücken für die späteren Näherungs werthe 
ändertsichNichtsweiter, als der Koeffizient, resp. Nenner des zwei- 
ten Gliedes, und auch dieser nur in der Weise, dass er sukzessive 
um einen Faktor nach dem andern wächst. 

Die Rechnung nach diesen Formeln lässt sich zwar durch verschie- 
dene Massregeln wesentlich vereinfachen. Immer bleibt sie aber müh- 
samer als die Hörn er sehe Methode. Demnach bin ich auch weit da- 
von entfernt, das vorstehende Verfahren zum gewöhnlichen Ge- 
brauche zu empfehlen. Dasselbe hat vielmehr nur ein allgemeines 
wissenschaftliches Interesse, welches man erst in §. 10 vollständi- 
ger würdigen wird. Im Übrigen können, wie man später sehen wird, 
Fälle vorkommen, wo sich dieses Verfahren mit Nutzen auch prak- 
tisch anwenden lässt; namentlich gilt Diess von transzendenten 
Gleichungen. 



§. 9. 

Geometrische Darstellung einer Gleichung und ihrer 

Derivirten. 

Sieht man x als Abszisse und eine Funktion von^ als Ordinate einer 
Kurve an; so bezeichnen die Durchschnittspunkte der Kurve 

I, 2^=/(^) 
niit der Abszissenaxe die reellen Wurzeln der Gleichung f{x) '=. 
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Die Funktion I steht zu ihrer ersten Derivirten 

11, s'=fi^) 
und zu ihrer zweiten Derivirten 

in, r=n'') 

in folgenden Beziehungen. 

In Fig. 6 stelle die obere Knrve die gegebene Gleichung I, die 

Fig.«. 



mittlere Kurve die erste derivirte Gleichung II und die untere' Kurve 
die ifweite derivirte Gleichung III dar. 

Alsdann sind für jede Abszisse x die Ordinalen von II die gonio- 
metrischen Tangenten der Neigungswinkel der Berührungslinien 

von I, weil !/■=: -|^ ist. Die Kulminationspunkte Bi.B^Bn.S^, 
A»^6 yoo I, in welchen also die Kurve I horizontal ist, entsprechen 
mithin ebenso viel Durehschni ttspunkten Ä'i,A-i,A'a,A\,A'iyA-t 
der Kurve II mit der Axe. 

Die erste derivirte Gleichung II hat also genau so viel reelle 
Wurzeln, als die gegebene Gleichung I Kulminationspunkte. 

Jedem Wendepunkte Ci,C^,Ca,Ci,Ci,Ce,Q von I entspricht in 
II ein Kulminationspunkt C"i, (>j, 6-3, 6'4, Cb,C6,C', mit horizon- 

<fiy d«' 

taler Tangente, weil für einen solchen Punkt in I -^ ^0, also -7^ 

^ 0, mithin die Ordinate y' in II ein Maximum oder Minimum sein 

Da nun jedem Kulminationspunkte C„Cj,C3... in II ein 
Durchachnittspunkt A"i, A"i, A"i . . . in der GleichuüK III, welche 
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als zweite Derivirte von I zugleich die erste Derivirte vofi II ist, ent- 
spricht; so korrespondirt mit jedem Wendepunkte in I ein Durch- 
Schnittspunkt in III. 

Die zweite derivirte Gleichung III hat also genau so viele reelle 
Wurzeln, als die gegebene Gleichung I Wendepunkte oder die erste 

Derivirte Kulminationspunkte. 

Die Ordinaten der zweiten derivirten Gleichung III charakterisiren 

* 

die Krümmung der gegebenen Gleichung dergestalt, dass allen positi- 
ven Ordinaten von III eine konvexe Krtimmung in I (von unten 
gesehen) und allen negativen Ordinaten von III eine konkave Krüm- 
mung in I (ebenfalls von unten gesehen) entspricht. Zwischen je zwei 
Durchschnitt^punkten Ä*\^ A"^^ ^"z • • • von III liegen also abwech-* 
selnd die konvexen und konkaven Theile der Kurve I. So ist der links 
von A*\ liegende Theil Ci Bi Ai . . . der Kurve I konkav, der über 
A"i J."3 liegende Theil Q C^ konvex, der über A*'^ A"^ liegende Theil 
C, C3 konkav, u. s. w., schliesslich der rechts von A''^ liegende Theil 
C7 . . . konvex. 

Bei allen rationalen algebraischen Gleichungen von der Form 

y = a. «« -|- a,_i a?— ' + ^»-« ^~* + ••• + «H •» + «o 
in welchen das höchste Glied einen positiven Faktor a^ hat, muss von 
einem gewissen Punkte Q an der ganze rechts liegende, ins Unend- 
liche sich erstreckende Schenkel konvex werden und sich schliesslich 
über die Abszissenaxe erheben. Dasselbe gilt von allen deri- 
virten Gleichungen II, III u. s. w. 

Was den linksseitigen unendlichen Schenkel betrifft, in welchem 
.2? = — 00 wird ; so hat man zu unterscheiden , ob der Grad der Glei- 
chung I paar oder unpaar ist. Bei paarem Grade ist der unendliche 
Schenkel links in der gegebenen, sowie in der zweiten, vierten, sechsten 
. . . derivirten Gleichung konvex und erhebt sich zuletzt über die Ab- 
szissenaxe; dagegen ist derselbe in der ersten, dritten, fünften . . . deri- 
virten Gleichung konkav und senkt sich zuletzt unter die Axe. Bei 
unpaarem Grade findet das Umgekehrte statt, dass sich nämlich der 
linke Schenkel der gegebenen, der zweiten, vierten, sechsten . . . deri- 
virten Gleichung (wie in Fig. 6) mit konkaver Krümmung unter die 
Axe senkt, während er sich in der ersten, dritten, fünften . . . derivir- 
ten Gleichung mit konvexer Krümmung über die Axe erhebt. 

In allen Fällen findet beim Übergajoge von einer Gleichung zu der 
nächstfolgenden in der Reihe I, II, UI ... in dem linksseitigen unend- 
lichen Schenkel ein fortwährender Wechsel zwischen Konvexität und 
Konkavität, Erhebung über die Axe und Senkung unter die Axe statt, 
während im rechtsseitigen Schenkel stets Konvexität mit Erhebung über 
die Axe bestehen bleibt. 

In Folge dieses Wechsels geht bei jeder nächstfolgenden deri- 
virten Gleichung in der Reihe I, II, III, IV . . . (deren Grad immer 
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um eine Einheit niedriger iit) ein Diircbschnittäpunkt mit der Aue 
verluren. Von den übrigen Durchscbnittapunkten der vorhergehendeD 
Gleichung geht keiner verloren. Möglicherwebe können «ber in d^ 
nächdtrolgcnden Gleichung eine pnttre Anzahl neuer Durchachnitti 
punkte dann entstehen , wenn die vorhergehende Partien wie C^ B^ Ci 
enthalt, in welchen ein Paar Wendepunkte mit einem Kufcni- 
nationapunkte ohne ein korreepondirendea Paar von Dureh' 
schnittapunkten vorkommen. 

Man sieht iilso, dasa bei dem Portachritte in der Reihe T, II, III - . 
alle Kulminationspunkte zu Durchacbnittapunkteti, und ulle Wendepunkt« 
zu Kulminationspunkten llihren , dnsa nucli bei der Betrachtung diese» 
VerwandlungsprozesHea in umgekehrter Reihenfolge jedem Durcb- 
schnittapunkte ein Kulminationspunkte und jedem Kulminationspunkt ein 
Wendepunkt nuthwendig vorangegangen sein muss. 

Soll demnach in einer späteren Kurve ein Paur neuer Duruh- 
schnittapunkte entstehen, welche nicht achon aud dem Krümmuogs- 
weehael der gegebenen Kurve I geschloeaen werden können; so muaa 
»ich in der zunäehst vorhergehenden Kurve erat ein Paar neuer Kul- 
minationspunkte ohne Durchschnittspunkt und in der Buzweil 
vorhergebenden ein Paar neuer Wendepunkte ohne Kulminations- 
punkte erzeugt haben, welchem letzteren Pa.irein der zudritt vorher- 
gehenden Kurve kein Krflmmungawechael entspricht. Ein solcher 
Vorgang ist z. B. in Fig. 7 dargestellt. 

Pij[. 7, Wenn die Kurve I die Axe in 

A berührt; ao iat die Abszisse f 
dieaes Punkten eine vielfache Wur- 
zel der gegebenen Gleichung. Wie- 
vielmal dieae Wnrzel als gleiche 
Wurzel in der Gleichung vorkommt, 
ist aus den folgenden derivirten Kur- 
ven zu ersehen. Ist nämlich der 
korrespondirende Punkt A' in der 
ersten derivirten Gleichung II ein 
Durchachnittspunkt, wieinFig.S; 
so ist X eine zweifache WurzeL Idt 
A- in II ein Berührungspunkt und 
A" in III ein Durchschnittspunkt 
wie in Fig. 9; bo ist x eine dreifache Wurzel. Ist^l' in II und A" in 
III ein Berührungspunkt, aber A- in IV ein Durchschnittapunkt, 
wie in Fig. 10; so ist x eine vierfache Wurzel u. a. w. 

Allgemein ist * eine m fache Wurzel, wenn sie gleichzeitig eine 
Wurzel der m ersten Gleichungen I, II, III - . ., also eine Wurzel der 
gegebeneu und der (m— 1) ersten derivirten Gleichungen ist. 

Die (n— l)ate derivirte Gleichung ist vom eraten Grade; dieselbe 
atellt alao eine gerade Linie mit einem Durchachnittspnnkte dar. 
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Die (n — 2)te derivirte Gleichung ist vom zweiten Grade und stallt 

ä Parabel dar, deren Scheitel Ober dem DnrchBchnitta punkte der 



ebeD erwähnteD geraden Linie liegt, und welche die Axe entweder 
zweimal oder gar nicht schneidet. 

Die (n — 8)te demirte Gleichung ist vom dritten Grade und hat 
stets einen Wendepunkt, welcher über dem Scheitel der eben genannten 
Parabel und dem Darchschnittspunkte der vorher bezeichneten geraden 
Linie liegt. 

Hat die Parabel zwei Durchschnitte; so hat die Kurve dritten 
Grades jedenfalls zwei KulminatioDspunkte: sie kann aber drei oder 
einen Durchschnittapunkt haben, jenachdem die Äxe die Lage (1) 
oder die Lage (2) oder (3) in Fig. 11 (a. f. S.) hat. 

Hat die Parabel keinen Durchschnitt; so hat die Kurre dritten 
Grades auch keinen Kulminationspunkt und stets nur einen 
Dnrchschnittspunkt, wie in Fig. 12 dargestellt isL 

Aus Vorstehendem ergeben sich evident folgende Sätze. 

Went) die gegebene Gleichung nten Grades r reelle Wur- 
zeln (Durchschnitte) hat; so hat auch jede derivirte Gleichung 
lauter reelle Wnrzeln, nämlich die erste n — 1, die zweite 

' Für jede komplexe Wurzel der gegebenen Gleichung muss 
in den nKurven I, U, HI. . . an irgend einer Stelle ein Kulmi- 
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nationapnnkt vorkommen, welchem kein Durchschnitt mit der 
Axe der betreffenden Kurve entspricht, oder was damit gleich- 
bedeutend ist, für jedes Paar komplexer Wurzeln muaa in jenen 



Fig. 11. 



Fig. 12. 



Kurven ein Paar benachbarter Kulminationspunkte vorkom- 
men, welche auf derselben Seite der Axe der betreffenden 
Kurve Hegen. So bedingen in Fig. 6 die Kulminationspunkte ^j, B^ 
ein Paar und auch die Kulminationspunkte <?'g, C'j ein Paar komplexer 
Wurzeln, 



Direkte Auflö 



§. 10. 
- Gleichung ohn 



1. Der Sturmsche Lehrsatz lässt zwar ganz sicher die Anzahl 
der reellen Wurzeln einer Gleichung erkennen: allein weder dieser, noch 
irgend ein anderer bis jetzt aufgestellter, Lehrsatz macht es möglich, die 
einzelnen Wurzeln von einander zu trennen, d. h. zwei Grenzen anzu- 
geben, zwischen welchen jede einzelne Wnrzel liegt. Ohne vor- 
gängige Trennung der Wurzeln kann aber keines der bekannten Ver- 
fahren zur Berechnung derselben angewandt werden. Die Auflosung 
einer Gleichung bleibt also immer noch von gewissen Yersuchsrech- 
nungen abhängig. Wenngleich diese Versuche durch rationelle Metho- 
den, z. B. durch die Zuhülfenahme der Differenzenreiheo und auf 
andere Weise, so sehr vereinfacht sind, dass sie in den meisten Fallen 
keine erheblichen Schwierigkeiten machen und wahrscheinlich prakti- 
scher sind, als irgend ein denkbares direktes Verfahren; so kann man 
doch nicht verkennen, dass ein von jedem Probiren unabhängiges Var- 
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fahren einen besonderen wissenschaftlichen Werth hat. Dieser Werth, 
welcher in der absoluten Strenge und Allgemeinheit liegt, kann so- 
gar zu einer praktischen Bedeutung gelangen, wenn man sich Gleichun- 
gen mit ungemein grossen Koeffizienten und vielleicht sehr nahe zusam- 
menliegenden Wurzeln denkt Die Schwierigkeiten können hierbei so 
gross werden , dass die Versuchsrechnungen jedes Mass übersteigen, also 
umständlicher, als jedes direkte Verfahren, zuletzt aber sogar unaus- 
fltbrbar werden. 

Ein ganz direktes Verfahren zur Bestimmung der reellen Wurzeln 
einer Gleichung geben die Betrachtungen des vorhergehenden Paragra- 
phen an die Hand. 

, Zu diesem Ende erwäge man, dass wenn die reellen Wurzeln von 
kgend einer der Gleichungen I, II, III ... z. B. von II bekannt sind, 
hierdurch die reellen Wurzeln der vorhergehenden Gleichung I sofort 
getrennt erscheinen. Denn sind nach Fig. 6 

a?i, ^^, j?3 ... die den Punkten Ai^ A^^ A^ ... entsprechenden 

reellen Wurzeln von I = / (j?) = 

*^i ^ «^3 1 •''3 • • • 19 i< 1^ ^^ — / yß) — ^ 



/^ 



/^ 



*^l j ^i t ^B 



n 



11 



11 



« 



III = f'ix) = 



so liegt die Wurzel 



^1 


zwischen 


GO 


lind Xi 


^2 


n 


^l 


n ^2 


a?3 


11 


^2' 


11 ^3 


a?4 


11 


^5' 


11 ^6 


^6 


11 


a?6' 


11 +00 



Zwischen x^' und 074', sowie zwischen ^4' und a?5' liegt keine Wurzel 
von I, weil die Substitution dieser Werthe in /(a?) drei Werthe von 
gleichem Zeichen giebt; dieser Umstand charakterisirt vielmehr ein 
Paar komplexer Wurzeln von I. 

Um also die etwaigen komplexen Wurzeln zu erkennen, substituirt 
man die Werthe arj', a?^', a?'3 . . . der Wurzeln von II in I, bildet also 
die Grössen /(ä?iOi /(^gOi /(^sOi welche hier, zusammengestellt mit 
den beiden Grössen / ( — oo ) und / (-f- QC ), 



o * 
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/ ix-i) = - 

/ (^3) = 4- 

/ (^4) = + 
/ (.r's) = + 
/ («'6) = ~ 
/(+*)= + 

ergeben und hierdurch die Anzahl und die Grenzen der 5 reellen 
Wurzeln j?i, a?2, ä?3, a?4, ^5 der Gleichung I, sowie das Vorhandensein 
eines komplexen Paares genau bezeichnen. 

2. Wenn man zwei Grenzen einer Wurzel kennt, führt das in §. 8 
Nr. 2 bezeichnete Näherungs verfahren mittelst der Regula falsi, ohne 
irgend eine Versuchsrechnung, zur Kenntniss der betreffenden 
Wurzel selbst. Hierbei haben wir im Interesse der Präzision des Ver- 
fahrens noch folgende zwei Bemerkungen zu machen. 

Kennt man nicht bloss die Wurzeln a;\ , .ic'q • • • der Gleichung II, 
sondern auch die Wurzeln «"1, a?"2 . . . von III; so bezeichnen die letz- 
teren die Abszissen, für welche in der Kurve I die Krümmung zwischen 
Konvexität und Konkavität wechselt. Demnach ist es nicht unbedingt 
nöthig, behuf Berechnung der Wurzeln ^1, ir2 . . . nach §. 8 Nr. 2 
uothwendig die Grenzen dieser Wurzeln aus den Werthen a'i^ a^^ * ' - 
zu entnehmen: man kann diese Grenzen vielmehr aus den Werthen 
sB'i , a?'2 ... und ar"i , x"2 . . . gemeinschaftlich und zwar dergestalt nehm^en^ 
dass das zwischen je zwei Grenzen liegende Kurvenstück 
ganz konvex oder ganz konkav ist. 

Da in Fiof. 6 der Grösse nach die Werthe a?' und as" von — ao 
nach -f- 00 sich folgendermassen ordnen 

— - QO (c\ x'\ x'2 a?"2 a?'g a?"8 a?'4 a?"4 a?'ß ar'ß a;"ß x"i -(- go 

und bei ihrer Substitution in I = f {sc) folgende Zeichenreihe 

— -f- — — -|--h-(--*f"~h~h — ~f~~hH~ 

ergeben; so kann man folgende Grenzen 

für Xi die Grenzen -^oo und x'i 
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Unter solchen Umständen ist in jedem Augenblicke die in §.8 Nr 3 
gelehrte Bestimmung der Fehlergrenze zulässig, sodass man es also 
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nicht mit einer Annäherung von nnbestirhmtem Werthe, sondern mit 
einer solchen zu thun hat, inr welche man jederzeit den Grad der Ge- 
nauigkeit bezeichnen kann. 

Die zweite Bemerkung, welche wir noch zu machen haben, 
betrifft die niedrigste und die höchste Wurzel a?i und x^. Für 
keine von beiden ist es statthaft, bei der Anwendung der Regula 
falsi das unendlich Grosse — oo oder -f- oo als den einen 
Grenzwerth anzunehmen. Man muss also hierfür immer einen end- 
lichen äussersten Grenzwerth ermitteln. In Figar 6 ergiebt sich 
derselbe' für die höchste Wurzef ä?5 schon durch den Werth d?^". Für 
die niedrigste Wurzel a?i, welche in einem Kurvenschenk el liegt, der 
links von Bi (oder vielmehr schon links von 6^) bl^ ins Unendliche kon- 
kav bleibt, findet sich ein solcher endlicher Grenzwerth unter den Grössen 
^i", arg" . . . nicht. Übrigens ist ein solcher Werth, also irgend ein 
endlicher Werth <C^'n för welchen f(x) negativ wird, jederzeit leicht 
zu bestimmen, und nöthigenfalls kann Diess durch irgend einen der Sätze 
aber die äussersten Grenzen der reellen Wurzeln aus §. 3 geschehen. 

3. Aus dem Vorstehenden folgt, dass die Auflösung einer der Glei- 
chungen I, II, III . . . die direkte Auflösung der vorhergehenden Glei- 
chung nach sich zieht. Beginnt man also mit der letzten Gleichung 
fn^ii^) = ^y welche die (n — l)ste derivirte, also vom ersten Grade 
ist und demnach direkt gelöst werden kann; so ergeben sich sukzessive 
die Auflösungen aller vorhergehenden Gleichungen in ihren reellen Wur- 
zeln und schliesslich die der gegebenen Gleichung I. 

Aus §. 9 ist ferner klar, dass sich durch dieses Verfahren auch die 
etwa vorhandenen gleichen Wurzeln und ihre Vielfachheit ohne 
Weiteres ergeben, indem jeder Werth, der gleichzeitig als eine Wurzel 
der ersten m Gleichungen I, II, III . . . erscheint, eine m fache Wurzel 
von I ist. 

Zum Zweck der Trennung der Wurzeln in der Gleichung nten 
Grades 

I, a„a?"4- a„_iÄ"-*-j-a„_2Ä'*"* + . . . -f- a^ j;^ -}- ai iB -\- oq — 
hat man also die Auflösung der n — 1 Gleichungen niedrigerer Grade 

in, n(n— l)a„ar»-*+(n- l)(n— 2K_,a?"-^-f (n-2)(n~-3)eI„_,.t?»-*+•.. 
[n(n— l)...4]a„Ä84 [(«— l)(n— 2)...3]a„_,.tr24.[(n— 2)(n— 3)..,2]a„_,aj 

+ [(«— 3)(n — 4)...l]a„_3 = 

[n(»-l)...3]a„a?2^[(»— l)(/i-2)...2]/i.„_ia?-f[(w— 2)(n — 3)...l]a„_, 

= 
[n(n— l)...2]a„a; -f-[(n— 1)(«— 2)... l]a„_, = 
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zu bewirken. Wegen jenes Zwecke» leuchtet ein, dass wenn man dieses 
Verfahren praktisch anwenden wollte, nicht immer eine genaue Berech- 
nung der Wurzeln von II, III . . . erforderlich ist, dass vielmehr in vie- 
len Fällen schon ziemlich entfernte Näherungswerthe zu dem gewünsch- 
ten Ziele führen. 

Ausserdem kann man die Lösung der letzten beiden Gleichungen 
ersten und zweiten Grades wegen der Uubedeutsamkeit der darauf zu 
verwendenden Mühe fast gar nicht mit in Anschlag bringen. 

Schliesslich würde auch für eine praktische Verwendung durchaus 
kein Hinderniss vorliegen , sich bei der Auflösung der einzelnen Glei- 
chungen, nachdem erst einmal die Trennung der Wurzeln stattgefunden 
hat, der Hornerschen Methode zu bedienen. 



u. 

Die reellen Wurzeln zweier algebraischen Gleichungen mit 

zwei unbekannten. 

§. 11. 

Das gewöhnliche Eliminationsverfahren. 

1. Wenn zwei algebraische rationale Gleichungen zwischen zwei 
Unbekannten ^, y vom Grade m und vom Grade n gegeben sind; so 
lassen sich dieselben, geordnet nach der Grösse a?, in folgende Form 
bringen 

^«.t?'»-f.4^_ia?'"-^+... +^ia?-f-^o = . . . . (1) 
5„ a?" + ß„_^.t?«-^ + ...-)-5i^-f^o = . ... (2) 

Hierin sind die Koeffizienten A von der Form 

^„,_i= biy -\- b^ 
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und die Koeffizienten B von der Form 

B„ = CCq 

Um die Auflosung zu bewirken, um also die zusammengehörigen 
Paare der Werthe von a und y zu finden, welche den beiden Gleichun- 
gen (1) und (2) Genüge leisten, eliminirt man die Grösse ^, indem man 
nach dem gewöhnlichen Verfahren das grösste gemeinschaftliche 
M.as8 von (1) und (2) sucht und den verbleibenden Rest, welcher nicht 
mehr die Grösse ^, sondern nur noch die Grösse y enthält, gleich null 
setzt. Die Auflösung der hierdurch sich ergebenden Gleichung, welche 
wir kurz die Bestgleichung nennen wollen,, führt zur Eenntniss der 
gesuchten Werthe von y. 

Setzt man hierauf das grösste gemeinschaftliche Mass, welches bei 
dem bekannten Divisions verfahren der letzte Divisor ist und in der 
Kegel nur die erste Potenz von s enthält, gleich null; so ergiebt eine 
Auflösung der hierdurch entstehenden Gleichung, welche wir die Mass- 
gleichung nennen wollen, die zugehörigen Werthe für x, sobald man 
darin nachundnach die für y gefundenen Werthe substituirt. 

2. Bei dieser Operation sind übrigens mehrere besonderen Umstände 
sorgMtig zu berücksichtigen. 

Wenn man nämlich bei dem obigen Divisionsverfahren zur ErlTeich- 
terung der Rechnung an irgend einer Stelle aus einem Divisor oder aus 
einem Dividende einen t/ enthaltenden Faktor ausscheidet; sokannDiess 
zur Folge haben, dass dieser Faktor in der Rest- oder Massgleichung 
fehlt, dass also die Auflösung unvollständig wird. 

Wenn man dagegen in einem Divisor oder einem Dividende einen 
y enthaltenden Faktor zusetzt, was in manchen Fällen wegen der noth- 
wendigen Vermeidung gebrochener Funktionen von y durchaus erforder- 
lich ist; so kann es kommen, dass dieser Faktor in der Rest- oder Mass- 
gleichung als fremder Faktor enthalten ist, dass man also ausser den 
Werthen von x und y, welche wirkliche Auflösungen sind, auch solche 
erhält, welche es nicht sind. 

Wir werden sogleich das in solchen Fällen zu beobachtende Ver- 
fahren bezeichnen. Vorher jedoch müssen wir noch einiger anderen 
speziellen Fälle erwähnen. 

3. Wenn i^ämlich (unter der Voraussetzung, dass bei der obigen 
Division keine Faktoren eingeführt oder gestrichen sind) aus dem ersten 
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Reste, aus welchem x verschwindet, gleichzeitig auch y verschwin- 
det, und der Best sich nicht vollständig annuUirt, sondern eine konstante 
Grösse a darstellt; so ist die ganze Aufgabe unmöglich, weil unmög- 
lich a = sein kann. 

Wäre aber der Best in diesem Falle gleich null, sodass man als 
Bestgleichung die identische Gleichung = erhielte ; so lehrte Diess, 
dass die Grösse y ganz willkürlich bliebe. 

Nur wenn im Laufe des Divisionsverfahrens Faktoren gestrichen oder 
zugesetzt sind, modifiziren sich diese Besultate in einer weiter unten 
anzugebenden Weise. 

4. Wenn ein aus der Restgleichung gefundener Werth von y die 
Massgleichung auf die identische Form = reduzirt ; so entspricht 
jenem Werthe von y jeder beliebige Werth von a?. 

Sind aber Faktoren eingeführt oder gestrichen; so ist noch eine 

besondere Untersuchung anzustellen. 

« 

5. Wenn man auf einen Best stösst, aus welchem ^, nicht aber x 
verschwunden ist; so bricht man die Operation hiermit ab. Der Plan 
der Bechnung ändert sich hierdurch nur in der Weise, dass die Best- 
gleichung zur Bestimmung von x (statt von ^) und die Massgleichung 
zur Bestimmung von y (statt von x) dient. 

6. Wenn die Massgleichung in Beziehung zu der zu eliminiren- 
den Grösse x (resp. y) vom ersten Grade ist; so entspricht jedem aus 
der Bestgleichung gefundenen Werthe der anderen Unbekannten ^ 
(resp. a?) nur ein einziger Werth von x (resp. y\ Ist jene Gleichung 
jedoch von einem höheren Grade p; so entsprechen jedem Werthe der 
zweiten Unbekannten p Werthe der ersten. 



§. 12. 

Die wahre Bestgleichung unter Berücksichtigung der bei 
der Elimination eingeführten oder ausgeschiedenen 

Faktoren. 

1. Wenn von den beiden Gleichungen (1) und (2) des vorstehenden 
Paragraphen 

^ = 
5 = 

zwischen welchen x eliminirt werden soll, die zweite in Beziehung zu x 
von niedrigerem, oder wenigstens nicht von höherem Grade ist, als die 
erste ; so beginnt man die Division mit der Funktion B, Bezeichnet 
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tnart die entfitehenden Reste mit i?i , /?2 , i?3 . • . und die Quotienten mit 
Qii ^2) Od • • • 1 so erhält man folgendes Hchema 
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Angenommen, 2^4 sei der erste liest, in welchem die eine Unbekannte 
X verpch wunden und nur noch die andere y enthalten ist, während der 
vorliergehende Divisor R^ noch die beiden Unbekannten x und y zusam- 
men enthält. 

Sind keine y enthaltenden Paktoren zugesetzt oder ausgeschieden; 
so fordert die Bedingung A = 0, B = offenbar, dass jeder Rest 
^1, J?3, i?3, 2^4 . . . =0 sei, und umgekehrt, wenn zwei aufeinander 
folgende Reste wie z. B. E^ und A3 = sind, wurden auch alle vorher- 
gehenden und zuletzt A und ^ = sein. In solchem Falle ist also die 
Restgleichung zur Bestimmung von y 

A4 = 

und die Massgleichung zur Bestimmung von x 

Sind aber y enthaltende Faktoren zugesetzt oder gestrichen (die 
Zusetzung oder Streichung gaqz bekannter Faktoren ist offenbar ohne 
Einfluss auf das Resultat) ; so hat man Folgendes zu beachten. 

2. Wenn in irgend einem Divisor, z. B. in A3, ein Faktor I3 
ausgeschieden ist, wenn man also B^ = Y^ B'-^ hatte und statt dessen 
E's setzt; so läuft Diess darauf hinaus, dass man statt des Systems der 
beiden benachbarten Gleichungen 

JB9 = 

das System 

Ä2 = 
' JS's = 

an die Stelle setzt, und dass die Rechnung das gemeinschaftUche Mass 
von Bit wnd Ä'3 anstatt von B2 und Bs = I3 ^'3 liefert. 
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Die aus der End- und Massgleichuog gefundenen Werthe bleiben 
unter solchen Umständen vollkommen gültige Auflösungen. Es kann 
aber ausser diesen noch andere Auflösungen geben; denn Rz wird nicht 
bloss = 0, wenn JK'a =z ist, sondern auch wenn I3 = ist. Daher 
sind die Auflösungen des Systems 

R2 — 

ebenfalls noch Auflösungen der gegebenen Gleichungen. 

3. Wenn in irgend einem Dividende, z. B. in 2^2) ^in Faktor ¥2. 
zugesetzt werden musste, um im Quotienten lauter ganze Koeffizienten 
zu erhalten ; wenn also Y^ E^ für B2 gesetzt ist ; so läuft Diess darauf 
hinaus, dass man statt des Systems der beiden benachbarten Gleichungen 

R2 = 

A3 = 
das System 

Y2R2 =0 

Rs =0 
an die Stelle setzt, und dass die Rechnung das gemeinschaftliche Mass 
von I2 -^2 ^^^ ^3 anstatt von R^ und R^ giebt. 

Hätte nun das gefundene Mass mit dem zugesetzten Faktor Y2 selbst 
kein gemeinschaftliches Mass; so würde ersteres immer das richtige sein. 
Nur im entgegengesetzten Falle, wenn also das gefundene Mass mit 7^ 
ein gemeinschaftliches Mass hat, wenn also ein aus der Bestgleichung 
gefundener Werth von y den Faktor Y2 = macht, ist dieser Werth in 
der Regel kein zulässiger Werth von y. Er würde es nur dann sein, 
wenn er auch den Rest R2 = machte, wenn also schon R^ mit T2 ^^ 
gemeinschaftliches Mass hatte. Die zugehörigen Werthe von x liefert 
dann die Gleichung Äg = 0. 

4. Die Ausscheidung von Faktoren wie Y^ macht also die Auf- 
lösung unvollständig und erfordert für jeden solchen Faktor noch die 
besondere Auflösung der Gleichungen I3 = 0, i?2 == ö« 

Die Einführung von Faktoren wie I2 kann unzulässige Werthe 

von y erzeugen; jedoch nur dann; wenn I2 ™i* ^©r linken Seite der 

Restgleichung ein gemeinschaftliches Mass hat. Ist also die Rest- 
gleichung 

-B4 = 

und Yi , Ig > I3 ... die eingeführten Faktoren ; so hat man zu ermitteb, 
ob irgend einer dieser Faktoren ein gemeinschaftliches Mass mit R^ hat. 
Ist Diess nicht der Fall; so ist JS4 = die wahre Restgleichung. Hat 
jedoch der eine oder der andere ein gemeinschaftliches Mass mit R^] so 
ist derselbe aus R^ auszuscheiden und der Quotient iZ 4 = zu setzeH) 
welcher dann nur zulässige Werthe für y liefern kann* Ob nun ein 
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Werth von 2/, welcher irgend einen jener Faktoren Fi, Fg, I3 . . . auf 
null reduzirt, ein zulässiger Werth sei, was unter besonderen Umständen 
allerdings möglich ist, wird nach Nr. 3 entschieden. 

Wenn Faktoren ausgeschieden sind, ist es denkar, dass die ge- 
gebenen Gleichungen Auflösungen haben, selbst wenn sich der letzte 
Rest auf eine konstante Zahl reduzirt. 

5. Was den Grad der Restgleichnng betrifft; so nehmen bei dem 
gewöhnlichen Divisions verfahren die sukzessiv entstehenden Reste Äi, 
iZg, A3 . . . folgende Form an, wobei vorausgesetzt ist, dass nach der 
bekannten Regel in jeden Dividend das Quadrat des Koeffizienten des 
ersten Gliedes des Divisors als fremder Faktor eingeführt sei und dass 
aus den Divisoren keine Faktoren ausgeschieden seien. Wir setzen 
n ^ m voraus und bezeichnen durch den Index an der symbolischen 
Grösse Ydie Dimension der dadurch dargestellten Funktion von y. 

Die beiden gegebenen Gleichungen sind 

A = «" + Y, x"-' -I- Fj X«-« -f ... 4- F,_, X + F. 

B =z *"+ F, «"-'+ Yi .«—«+ .., + F„_.x + F„ 
und die Reste 

Ä, = F._„+..e"-' -}-. . .-I- F. 



i?2 — l^(„_„,)4.4.'r ' -)- . 


■ • + 


^«(T« — m)-}-m-|-« 


■"3 •^(n— ni)-f 11^ T" • 


■ • + 


■'5(m — m)-|- m-^-« 


-^^4 ^l«(n— m)+«8^ "T" • ' 


• 


■Mf(n — m)-|-m+a4 


^5 ^^»— m)-|-60'^ 1 • • 


• — — 


*S9(n — wi) + m-|-64 


etc. 







Man erhält den Index von Y im ersten Gliede irgend eines Restes 
wie jßg, indem man den Index dieses Gliedes im vorhergehenden Reste 
£4 verdoppelt, den Index desselben Gliedes in dem noch weiter zurück- 
liegenden Reste R^ hinzuaddirt und die Summe um 2 vermehrt. Der 
Index von Y im letzten Gliede, also die eigentliche Dimension des 
Restes, ist gleich dem eben erwähnten, plus dem Exponenten von x im 
ersten Gliede. 

JKp stellt den letzten Rest dar, wenn der Exponent m — p von x 
im ersten Gliede = 0, wenn also |? = m ist, d. h. man hat im Ganzen 
n Reste zu bilden und der letzte liefert die Restgleichung R^ = 0. 

Hiernach ist der Grad der durch das gewöhnliche Divisionsverfahren 
sich ergebenden Restgleichung, mit Ausschluss spezieller Fälle, wo ein 
niedrigerer Grad eintreten kann, für verschiedene Werthe von m und n 
in nachstehender Tabelle verzeichnet. 
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Mail sieht, dass diese Zahlen so rasch wachsen, dass das Veriahren 
bald unausführbar wird. Bei zwei Gleichungen vom 7ten Grade hätte 
man eine Restgleichung vom 407ten Grade zu erwarten, deren 
Zahlenkoeffizienten eine unglaubliche Grosse annehmen. 

Hiernach würde das obige Verfahren in seiner gewöhnlichen Aus- 
führung eigentlich nur bei zwei Gleichungen anwendbar sein, von wel- 
chen die eine den zweiten Grad nicht übersteigt. 

Schon wenn der Grad beider Gleichungen = oder ^3 ist, lässt 
sich die Rechnung mit Ausnahme einiger speziellen Fälle von unvollstän- 
digen Gleichungen nicht mehr bewältigen. Um Diess an einem Beispiele 
zu zeigen, bemerke ich, dass die Elimination von a; aus den beiden kubi- 
schen Gleichungen 

^3_|_(__2y+7)ar2-f (2^2 ::|L2y-j-l)^-f(— 2/^—3^2 _2y- 10)=0 

^^+(- 2^— 5)^2+(3y2^ 2^-|.3)^+(_2/3~22/2— 52^+ 7)=0 

welche doch in der That mit sehr kleinen Koeffizienten behaftet sind^ 

die Restgleichung vom Uten Grade 

_ 19 2^11 -|_ 622 yio — 7236 2^9 «|_ 34790 2^8 — 36062 y? — 266904 y« 

-f- 228116 2^5 4- 350359 y* + 2597833 y^ + 2984045 t/« 

— 1609320y — 4568112 = 
ergiebt. 

Unter solchen Umständen wäre es von der grössten praktischen 
Wichtigkeit, den Effekt der Einführung fremder Faktoren schon im 
Verlaufe der Division zu neutral isiren und überhaupt die Entstehung 
einer Restgleichung mit fremden Faktoren zu verhindern. Diess ist aller- 
dings thunlich, und zwar dient hierzu die Wahrnehmung, dass ein qua- 
dratischer Faktor, welcher in irgend einen Dividend eingeführt ist, 
nicht im ersten, wohl aber im zweiten Reste als gemeinschaft- 
licher Faktor aller Glieder wieder erscheint, mithin an dieser 
Stelle wiederum ausgeschieden werden kann, sodass er dann 
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indem zum Divisor werdenden Reste und iiberhanpt in allen 
folgenden Besten uicbt mehr als fremder Faktor erscheint« 

Von der Richtigkeit dieser Behauptung überzeugt man sich leicht, 
wenn man beachtet, dass vom ersten Reste Ri an der Grad eines jeden 
Divisors um 1 kleiner ist, als der Grad des zugehörigen Dividends und 
demzufolge jeder Quotient aus zwei Gliedern besteht. Dividirt man nun 
mit der Funktion 

yi ^""* + y-i .^"" + • . . 
in die Funktion * 

worin yi , ^2 • • • -^i «2^2 • • • Funktionen von y sind, indem man die letztere 
zuvor mit y^ multiplizirt, nimmt darauf den entstehenden Rest vom Grade 
n — 2 zum Divisor und die erste Funktion zum Dividende, indem man 
I die letztere zuvor mit dem Quadrate des ersten Gliedes des Divisors, 
also mit 

Ol (yi ^3 — ^8 «i) — y2 (yi ^ — y-i ^i)]* 

' maltiplizirt; so ergiebt sich ein Rest, aus welchem sich der zuerst einge- 
; führte fremde Faktor yl absondern lasst. 

Durch die regelmässige Ausscheidung der sukzessiv eingeführten 
fremden Faktoren nehmen die Re^te die folgende Form an. 



R^ — 


l^(„_TO+2) ^'"'" ~r • • 
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Hieraus erkennt man das wichtige Resultat, da«s die wahre, 
von allen fremden Faktoren befreite Endgleichung vom Grade 
mn ist. 

Selbstverständlich ergiebt dieses Verfahren auch die Massgleichung 
Irei von allen fremden Faktoren. 

Da die Massgleichung in Beziehung zu der zweiten Unbekannten 
^ im Allgemeinen und zwar sicherlich dann, w^enn die Restgleichiing den 
höchstmöglichen Grad mn hat, vom ersten Grade ist, da also in diesem 
allgemeinen Falle jedem Werthe von y nur ein Werth von a entspricht ; 
io leuchtet ein, dass das System der beiden gegebenen Gleichungen iip 
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Allgenieinen mn Anflösungen hat nnd dass diese Zahl in keinem spe- 
ziellen Falle überschritten werden kann, abgesehen von denjenigen Fäl- 
len, wo für gewisse Werthe der einen Unbekannten die andere ganz 
willkürlich bleibt. 

6. Caachy hat den vorstehenden Satz über den Grad der Rest- 
gleichnng mit Hülfe der sogenannten symmetrischen Fanktionen 
bewiesen und zugleich ein Verfahren zur Herstellung jener Gleichung 
mittelst dieser Funktionen bezeichnet. ^Dieses Verfahren, obgleich sehr 
sinnr^ch, ist gleichwohl äusserst umständlich und liefert auch nur die 
Restgleichnng zur Bestimmung der einen Unbekannten, nicht zugleich 
die Massgleichung zur Bestimmung der zugehörigen Werthe der anderen 
Unbekannten (CourS d'alg^bre sup^rieure par Serret, p. 24, oder die 
deutsche Übersetzung davon in der Theorie der höheren Glei- 
chungen von Sehn US e, S« 374 ff.)< 

Liouville hat d^n Weg angezeigt, auf welchem man durch das 
Verfahren von Caachy auch die Massgleichung bilden könnte. Hier- 
durch wird aber die ganze Prozedur noch mehr erschwert (Conrs d'al- 
göbre sup^rieure par Serret, p. 37.) 

Durch das sub Nr. 5 gelehrte Verfahren erreicht man offenbar da« 
Ziel auf die leichteste Weise , vermeidet alle fremden Faktoren nnd den 
durch solche Faktoren bedingten hohen Grad der Restgleichung, sowie 
die dadurch entstehenden enormen Zahlenkoeffizienten und gewinnt zw 
gleich die ebenfalls von allen fremden Faktoren befreiete Massgleichutig, 
sodass Nebenbetrachtungen wegen eingeführter Faktoren gar nicht wei- 
ter erforderlich sind. 

7. Wir bemerken noch, dass wenn die eine der beiden gegebenen 
Gleichungen vom ersten oder zweiten Grade ist, fremde Faktoren 
weder in die Rest-, noch in die Massgleichung übergehen können, weil 
hier die Restgleichung schon aus dem ersten, resp. zweiten Reste ge- 
bildet wird und man vor der letzten Division keine Gelegenheit hat, einen 
fremden Faktor einzuführen. Wenn eine der gegebenen Gleichungen 
vom dritten, die andere aber von demselben oder einem höheren 
Grade ist; so wird in die Massgleichung kein, in die Restgleichung aber 
6fiT bei der vorletzten Division eingeiiihrte Faktor erscheinen und daselbst 
abzusondern sein. 

So ist bei dem in Nr. 5 aufgeführten Beispiele aus der Restglei- 
chung der fremde Faktor ( — y -\- 12)^ abzusondern, wodurch sie sich 
auf den neunten Grad reduzirt und folgende Gestalt annimmt. 

— 19a?9 -f- 166a?8 — 5l6d?7 — 1493cr6 -f- 2410a?5 -f 5838^?^ 
— - 21188a?3 + 18199^:2 16463a? — 31723 = 

Die Massgleichung für jenes Beispiel ist 
(9^4 _ 9iy3 ^ 324y2 + 61y -f 520) .u — ys -f '2hy*^ — llSy» 
«_ 1442/2 — 850^ -|- 22 = 

oder . 



r 
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^ ^ ~ 9y* — 91y3 -j- 324y2 -f- ^\y + 520" ~ 

Schiede man die fremden Faktoren nicht nach der obigen Regel 
allmählich wieder aus ; so hätte, wenn die Rechnung durch das in Nr. 1 
aufgestellte Schema dargestellt ist , der Faktor, 

welcher in den Dividend B eingeführt ist, die Form c'l 

*^\ ^t « ^1 >i "i 

A3 „ „ „ „ (d^^d^y =d}d] 



11 11 11 1» 
11 11 11 11 



U. 8. W. 

lind demnach hätte der fremde Faktor 

des Restes Ri die Form — 



11 


11 


^tg 


>i 


11 




11 


11 


A3 


11 


11 


0^ 


11 


11 


«4 


11 


11 


dl 


11 


11 


Ä5 


11 


11 


"M 


11 


11 


JBß 


11 


n 


d.M/ 


11 


11 


R, 


11 


11 


efc*cl 


11 


^^ 


Äs 


>i 


11 


d^d*di 






u. 


8. 


W. 





Die fremden Faktoren der Rest- und der Massgleichung, welche 
nnter solchen Umständen eine enorme Höhe annehmen, setzen sich also 
ans den Potenzen der einfachen Faktoren zusammen, welche in den dem 
Beste, resp. dem Masse in zweiter, vierter, sechster... Stelle vorher- 
gehenden Dividend eingeführt sind. 

8. Die sub Nr. 5 und 7 angestellte Ermittlung beruht auf der Vor- 
aussetzung, dass die beiden gegebenen Gleichungen und jeder Rest in 
den Gliedern, welche die höchsten Potenzen der Uanptgrös'se x enthal- 
ten, vollständig seien und bleiben, dass also die Reste i^i,/^^ . . . i2„,_i, B.^ 
resp. den Grad m — 1, m — 2 ... 1,0 haben. 

Die Resultate aus Nr. 5 behalten aber auch dann noch Gültigkeit, 
wenn die oben bezeichnete Vollständigkeit nicht vorhanden ist. Dieser 
Zustand äussert nur einen Einfluss auf den Grad der einzuführenden und 
wieder auszuscheidenden fremden Faktoren. 

Wenn nämlich schon der erste Divisor B in der Art unvollständig 
ist, dass sein höchstes Glied fehlt und das erste Glied desselben einen y 
enthaltenden Faktor besitzt; so muss man schon in den ersten Dividend 
-4 einen fremden Faktor einführen. Der Verlauf der ersten und der dar- 
auf folgenden Division ist unter solchen Umständen das Bild jeder zwei 
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späteren aufeinander folgenden Divisionen zwischen den Resten für 
den Fall, dass in irgend einem' späteren Reste das höchste Glied oder 
mehrere Glieder vom höchsten herab verschwänden. f 

Ist also allgemein 

so ist in den Dividend A die (n — m -f- l)ste Potenz des Faktors i/o 
des höchsten Gliedes von J?, also der Faktor yo"""'"'*'* einzuführen. Die- 
ser Faktor tritt dann nach der obigen Regel im Reste R^ der zweiten 
Division wieder auf, um daselbst beseitigt zu werden. 

Das Wiederauftreten eines fremden Faktors auf der Potenz, mit 
welcher er eingeführt war, im Reste der nächst zweiten Division wird 
dadurch nicht beeinträchtigt, dass bei der nächst ersten Division etwa 
das höchste oder mehrere Glieder des Restes sich auf null reduzirten, 
also bei der zweiten Division ein Faktor von höherem als zweitem 
Grade eingeführt werden müsste. Bei dem etwas umständlichen Nach- 
weise dieser Behauptung muss man die Bedingungsgleichungen gehörig 
im Auge behalten, welche sich daraus ergeben, dass das erste oder meh- 
rere Glieder des vorhergehenden Restes = seien. 

9. Wenn man Gelegenheit hat, irgend einen Divisor oder Dividend 
in Faktoren zu zerlegen (worunter die fremden nicht verstanden wer- 
den) ; so wird Diess immer zur Vereinfachung der Rechnung gereichen. 
Denn zerfallt einer der beiden aufeinander folgenden Reste Ä,, Ä^^i in 
zwei Faktoren Ä,^.i = S.T\ so zerfällt das System der gegebenen Glei- 
chungen in die beiden Systeme 

JS, = 0, *S 3= und Ä, = 0, T = 

Wäre zufällig von dem fremden Faktor yl der Gruodfaktor ^o 0^®^ « 
irgend eine Potenz y^ desselben schon ein gemeinschaftlicher Faktor des- 
jenigen Dividends -ß,+i, in welchen man denselben einführen will; so 
kommt die Eigenschaft der Grösse y^ als nicht fremder Faktor we- 
sentlich in Betracht. Man thut dann wohl, erst einmal y^ aus dem frag- 
lichen Dividende ganz auszuscheiden, wodurch man nach Vorstehendem 
das gegebene System in zwei zerlegt, welche durch 

Ä, = 0, y; = und R, = 0, ^^^^ = 

yl 

dargestellt sind. 

Das zweite System erfordert dann die Einführung von yl als frem- 
dem Faktor. 

Ebenso ist es zu beachten, wenn von der Grösse y^ eine gewisse 
Potenz yl gemeinschaftlicher Faktor des betreffenden Divisors Bt ^^^ 
Indem man denselben abtrennt, erhält man die beiden Systeme 

yl = 0, Ä,+, == und ~; = 0, Ä,+ , = 

2/0 
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man wegen des im ersten Reste abgesonderten Faktors y — 1 ein zwei- 
tes System, welches mit dem obigen übereinstimmt. 

14. Beispiel. Es sei 
^ == ^8 + (2y + 1) ^2 + (2y2 + y) ^ + (y' + y' + 7) = 
B = fl:3 -|- y ^- -j- y3 = 

Die Division giebt 



*'+y^+y*i 



x^ + (2y + l)«« + (2y« + ^)a: + (y» + y« + 7) x -^ (y+ 1) 



a?' + 



yx' 



'+ y*^ 



( y + l)a:» + ( y» + y)a: + (jf» + y« + 7) 

( y + i)a:" + ( y» + y)« + (y» + y» ) 



Da hier der letzte Best eine konstante Zahl 7 ist und wegen Aus- 
scheidung von Faktoren kein zweites System von Gleichungen in Be- 
tracht kommt; so ist die Aufgabe unmöglich. 

15. Beispiel. Es sei 
^ = ^« -j- (y — 2) ^2 -f- y2a? + (3y» -f y2 _ 5) = 

5 = ^3 + i^y* + y^ — 5) = 

Die Division giebt 
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§. 13. Substitution in eine Gleichung mit zwei Unbekannten. 



§. 13. 



Substitution bestimmter Zahlwerthe für die Unbekannten 
einer Gleichung, Division der Gleichung durch (a? — r) (y — s) 
und Transformirung derselben in eine andere, deren Wur- 
zeln um r und 8 kleiner sind. 



1. Die bei der nachfolgendenBehandlung der Gleichungen mit zwei 
Unbekannten öfter vorkommenden Substitutionen bestimmter Zahlwerthe r, 8 
für die Unbekannte or, y lassen sich durch ein mechanisches Verfahren sehr 
erleichtern. Wenn es sich um die Substitution ganzer Reihen solcher 
Werthe handelt, gewähren die Differenzen reihen oftmals eine 
grössere Hülfe. Wir geben die nachstehenden Sätze ohne Beweis und 
umständliche Beschreibung, da Beides leicht zu abstrahiren ist. 

Um in eine nach a geordnete Funktion, z. B. in die Funktion 

für a den Werth 2 zu substituiren, behandelt man die y enthaltenden Koef- 
fizienten ganz nach §. 5. Der Einfachheit wegen braucht man aber auch 
von diesen Koeffizienten nur die Zahlenkoeffizienten ihrer einzelnen Glie- 
der zu notiren, was folgendes Schema giebt, in welchem die gesuchten 
Zahlen unterstrichen sind. 



5 
2 



1—3 



3—1 3 

2—6 



1 —3 



— 2 5 7 (x t= 2 

6 2—6 



Das Resultat der Substitution ist also 

/(2,y) = 2/8+4i/2 + 7y+ 1 

Gleichzeitig stellt diese Rechnung den bei der Division der gege- 
benen Funktion durch ic — r = a — 2 sich ergebenden Quotienten 
heraus, welchem das vorhergehende Resultat als Rest angehört. Dieser 
Quotient ist ^J 

^' + (y — 3) Ä + (3^/2 -i-y - 3) >^ ^ 

Hat man für die zweite Grösse y, nach welcher die Funktion/ 
nicht geordnet ist, den Werth y = s zu substituiren; so könnte man 
zwar die Funktion erst nach y ordnen und dann nach Vorstehendem ver- 
fahren. Es ist jedoch weit einfacher, die Funktion in ihrer gegebenen 
Form zu lassen und die Substitution in die Koeffizienten der einzelnen 
Potenzen von a für sich vorzunehmen. 

Um z, B. in die obige Gleichung für y den Werth 3 zu substituiren, 
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hat man folgende Rechnung, in welcher die gesuchten Zahlen gleich- 
falls unterstrichen sind. 



1 


1 


5 
3 


3 - 


- 1 3 
9 24 


1 


2 5 

3 3 


7 
24 


1 


1 


— 2 


3 


8 27 


1 


1 8 


31 



(y = 3 



Es ist also 

fiß^ 3) = ar3 — 2a?3 -f 27 ar -f- 31 
und der Quotient 

** + (3y + 8) * + (y' + y + 8) 

Sollen in die Funktion / gleichzeitig für beide Unbekannten x^y be- 
stimiiito Werthe r, a substituirt werden ; so führt man erst die Substitution 
X = r ans und dann in der hierdarch als letztes Glied sich ergebenden 
bloss y enthaltenden Funktion die Substitution, y = «, also die eine der 
vorstehenden beiden Operationen nach der andern. Diess giebt z. B. 
für die Substitution von or = 2 und j^ = 3 in die obige Gleichung 



(x = 2 



1 


1 


5 
2 


3 


1 3 
2—6 


1 


2 
6 


5 
2 


7 
— 6 


1 


1 


— 3 


3 


1 —8 


1 


4 


7 


1 



(y=:8 



3 21 



84 



7 28 



85 



Es ist also 

/(2,8) = 85 ^ 

Will man auch den durch die Division mit (x — 2) (y — 3) sich 
ergebenden Quotienten bestimmen, welchem alsdann drei Reste ent- 
sprechen, indem man 



/(^i y) 



«) 



= Q + 



22, 



y — ^ 



+ 



A 



X 



+ 



R 



— r ' (a? — r) (x — s) 



[x — r) {x - 
oder 

f(x,y) = a(x — r) ix ^ s)-\- R, (o? — r) + Ä, (y — 5) + i? 

setzt, worin der Quotient Q eine Funktion von x und y, der Rest R, 
nur eine Funktion von o?, der Rest R^ nur eine Funktion von y, und der 
Rest R eine bekannte Zahl ist; so muss man die Substitution y = 3 
nicht bloss in dem letzten Gliede , wie es zu dem vorstehenden Zwecke 
allerdings hinreichend war, sondern auch in den übrigen Gliedern aus- 
fuhren. Diess giebt, wenn man im Endresultate die zu Q, /?„ R^ R ge- 
hörigen Koeffizienten mit diesen Buchstaben markirt, 
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5 

2 




3 — 



1 3 

2—6 



2 
6 



5 
2 



7 (x = 2 
6 



4 
8 



7 
21 



1 

84 



(y = 8 



1 1—03 10 27 1 7 28 85 

B, Q B, Q Q B, B^ Ä, Ä, Ä 

Jetzt ist nach den in der untersten Reihe stehenden Zahlen 

Q =a: +(3y+ 10) 
Ä. = a;2 ^ 27 
B^=y^ + 7^+28 
22 = 85 



also 



/(a?,y) 



=:a?-|-3y+10-[- 



ar2 4-27 , y2+7y-f28 



y-3 



-f 



a?— 2 



+ 



85 



(*— 2)(y-3) 



(^— 2)(y— 3) 
oder 

/(ar,y) = (* + 3y + 10) (^ — 2) (y — 3) + («« + 27) (« - 2) 
+ (y'' + 7y + 28) (y — 3) -I- 85 

Zu noch deutlicherer Veranschaulichung dieses Mechanismus, wel- 
cher desshalb ganz interessant ist, weil er mit der grössten Leichtigkeit 
und auf dem kleinsten Baume die grosse Menge von Zahlenkoeffizienten 
für die gesuchten Formeln ergiebt, wollen wir denselben Soch auf das 
Beispiel 

y(^,y)=2^4^(3y— 4>3^(_2y2_^5y+l>2+(3^»+3y2>+(— 6yH^ 

anwenden. 

Die Substitution a? = — 2 ergiebt 



2 


8—4 

— 4 


— 2 


5 1 
— 6 16 


13 
4 2 



— 34 


—6 1 0-51 
-«2 —14 —4 68 


2 


3—8 


— 2 


•— 1 17 


17 2 


— 84 


—6 —1 —14 —4 63 



Also ist 

/(— 2,y) = _ 6y4 — y3 -- i4y2 _ 4^ _^ 63 

and der Quotient der Division mit /r -{- 2 
2«8 + (3y — 8)«2 + (^2y» — y+17)a? + (y8-|-7y3+2y — 34) 
Die Substitution j^ = 3 ergiebt 



2 


8 


— 4 
9 


—2 


5 1 
-6 -3 


13 
3 18 54 


— 6 


1 
— 18—51 


—5 
— 153 —459 


2 


8 

• 


5 


—2 


— 1 —2 


1 6 18 54 


— 6 


— 17 —51 


— 158 — 464 



§• 13. Sabstitution in eine Gleichung mit zwei Unbekannten. 59 

Also ist 

/(a?,3) = 2aj* ■+■ 5a?» — 2 j?» + 54ä? — 464 
und der Quotient der Division mit y — 3 
3^'+(— 22^— l)a?«+(2^2^6y-f-18)a?-|-(— 6y8_i7y3_51y_153) 

Die Substitution von a? = — 2 und y = 3 ergiebt, wenn man nur 
das Resultat derselben verlangt, 



2 



8 — 



8 



—2 6 1 

— 6 IC 



-2 —1 17 



13 
4 2 




34 



17 2 —34 



— 6100 
—2 —14 —4 



— 5(a:=— 2 
68 



_G —1 —14 —4 63 (y = 3 

— 18 —57 —213 —651 

_6 —19 —71 —217 —588 



Also ist 

/(- 2,3) = — 588 

Wollte man aber gleichzeitig den Quotienten der Division mit 
(« -f- 2) (y — 3) und die oben bezeichneten drei Partiaireste darstellen ; 
80 hatte man die letzte Rechnung noch in den ersten vier Gliedern fiir 
die Substitution y = 3 zu vervollständigen, was folgende nochmals von 
vorn geschriebene Rechnung ergeben würde. 



2 


3 


— 4 


— 2 5 


1 


1 


3 





—6 10 





—5 






— 4 


. —6 


16 




4 


2 —84 


—2 —14 


—4 


68 


2 


8 


— 8 


—2 —1 


17 


1 


7 


2 —34 


— C —1 —14 


—4 


63 






9 


—6 


—21 




3 


30 96 


* —18 —57 


—213 


—651 


2 


8 


r 


2 —7 


—4 


1 


10 


32 62 


—6 —19 —71 


—217 


—588 



63(y = S 



Ä.Q B, Q Q, B^Q Q Q B, B, B^ By Ä, B 

Hiemach ist 

Q = 3*3 + (2y — 7) 0? + (y2 + lOy + 32) 

B,= 2a?3 -{- x^ — 4ta -^ 62 

B^= — 6y8 — IV — 7ly — 217 

Ä = — 588 

2. Um eine Gleichung herzustellen, in welcher die Wurzeln um 
die Zahl r kleiner ist, als in der gegebenen Gleichung, hat man die Di- 
vision mit a — r in vorstehend beschriebener Weise nach dem Prinzipe 
des §. 6 wiederholt auszuführen. 

Soll also die Gleichung 
«' + (y— 5) «* + (3y' — y + 3) a? 4- (y3 _ 2y2 + 52/ + 7)= 



^ 
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in eine andere transformirt werden . in welcher die Wurzel x um 2 klei- 



ner ist ; 80 hat man 



1 


1 


5 


3 


— 1 


3 


1 


— 2 


5 


7 






2 




2 


— 6 




6 


2 


6 


1 


1 


3 
2 


3 


1 
2 


3 
2 


1 


4 


7 


1 


1 


1 


— 1 


3 


3 


— 5 










2 














1 


1 


1 




> • 



7 (r = 2 



Die transformirte Gleichung ist also 

Soll nicht die Wuzel ^, sondern die Wurzel y um den Betrag B ver- 
mindert werden ; so hat man die Divisionen mit y — «an den y enthalten- 
den Koeffizienten der einzelnen Potenzen von x zu vollziehen. Diefls 
giebt, wenn im vorstehenden Beispiele die Wurzel y um 3 vermindert 
werden sollte, 



1 



1 


5 


3 


— 1 


3 


1—1 


— 2 


5 


7 




3 




9 


24 




3 


3 


24 


1 


2 


3 


8 
9 


27 


1 


2 
3 


8 
12 


31 

• 




3 


17 


1 


4 


20 










• 






3 








1 


7 





(» = 8 



Die transformirte Gleichung ist also 
^*+0^'— 2)^«+(3y'»+17y'+27)*+(y'3-^7jf'3+20y'+31)=0 

Soll gleichzeitig die Wurzel x um r und die Wurzel y um 8 ver- 
mindert werden; so führt man' erst die Operation mit x — r und dann 
die mit y — s aus, welche sich im nachfolgenden Schema aneinander- 
fügen, wenn man die Wurzel x der gegebenen Gleichung um 2 und die 
Wurzel y um 3 vermindert. 



r 
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— 5 3 1 
2 2 


einer genäherten Auftösung. 

3 1 2 5 
— 6 6 2 


7 






— 3 
2 


3 1 
2 


3 
— 2 


1 4 7 
3 21 


1 
84 






— 1 
2 


3 3 
6 


5 

27 


1 7 28 
8 30 


85 






1 
3 


3 9 

9 


22 


1 10 58 
3 








4 


3 18 


1 13 
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(r = 2 



(5=3 



Die transformirte Gleichung ist hiernach 
^'3+(y'+4)^2+(3y'2_|-i8y+22)a?'+(y'«-|-13y'2_|-58y' + 85) = 

§. 14. 
Ermittlung einer genäherten Auflösung zweier Gleichungen. 



1. Das in §.12 beschriebene Verfahren zur Auflösung von zwei Glei- 
chungen mit zwei Unbekannten ist zwar vollkommen sicher; aber trotz 
der von uns bewerkstelligten Vereinfachung der Eliminationsmethode 
sehr umständlich. Denn zunächst ist schon bei niedrigen Graden (vom 
dritten an) das Divisions verfahren zur Herstellung der Best- und Mass- 
gleichung und die Nebenrechnung wegen der fremden Faktoren äusserst 
beschwerlich; ausserdem hat man als Restgleichung zur Bestimmung der 
einen Unbekannten y eine Gleichung von sehr hohem Grade mn und 
ausserdem mit grossen Koeffizienten, also wenn beide gegebenen 
Gleichungen vom 7ten Grade wären, eine Gleichung vom 49sten Grade 
zu erwarten ) deren Auflösung sehr mühsam ist; endlich aber ist die 
Substitution der aus der Bestgleichung erhaltenen Werthe von y in die 
Massgleichung zur Bestimmung der Werthe von a äusserst unbequem, 
wenn der Grad der letzteren Gleichung in Beziehung zu y hoch ist und 
eine Genauigkeit auf mehrere Dezimalstellen verlangt wird. 

Demgemäss wird in vielen Fällen das nachstehende Verfahren vor- 
zuziehen sein, welches immer zwei zusammengehörige Werthe von a 
und y^ welche eine Auflösung bilden, mit sukzessiv sich erhöhender Ge- 
lUioigkeit giebt und bei welchem alle Operationen nur mit einziffrigen 
Zahlen in ähnlicher Weise vorzunehmen sind, wie Diess bei der Auflösung 
von Gleichungen mit einer Unbekannten nach der Hornerschen Me- 
thode stattfindet. 

Ehe wir ein hierauf abzielendes Verfahren beschreiben können, 
müssen wir uns mit der Aufsuchung der ersten Nähernngswerthe, 
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also der Änfangsziffern aller zaiammengebörigen Paare der Grössen 

iE, y beschäftigen. 

Da geometrische Vorsfellang die Verhältnisse anachsnlicher mu^t; 
80 bemerken wir, dass dorch die Gleichung 

worin X, y ganz beliebige Werthe anDebmen können, eine Fläche dar- 
gestellt ist Der Kurve, in welcher diese Fläche die Ebene der «y 
schneidet, für welche also 2^0 ist, entspricht die Gleichung 

/C',J) = o 

Die Koordinaten dieser Kurve sind also die Anfidenngen der MStu 
der beiden gegebenen Gleichungen. 
Ist ebenso 

«■=/■(«, I) 

eiue zweite Fläche, und also 

r («, j) = 

die Durchscbnittsknrve zwischen dieser Fläche nnd der Ebene der e y\ 
so stellen die Koordinaten :r, y der letzteren Kurve die Aaflösnngen der 
zweiten gegebenen Gleichtmg dar. 

Die gemeinachaftlichen Auflösungen der beiden gegebenen Gleichun- 
gen sind mithin die Koordinaten der Punkte, in welchen sich die'e^ 
wähnten beiden Kurven in der Ebene der xy durchschneiden. 

Die fraglichen Kurven und deren DurchBchnittapunkte kann nittn 
folgen dermasaen konstruiren. 
Was zunächst die Kurve 

/ (*, ff) = 
betriEFt; so substituire man darm S^ y irgend einen bestimmten Werth i. 
DiesB giebt die Gleichung mit einer Unbekannten x 
f{x,h) = 
Lös't man diese Gleichung Ivlr x auf; so bezeichnet jede AnflSstmg 
wie X •:=:: a, i r= a', x = af' einen Funkt der fraglichen Kurve 
(Fig. 13.) 

p{g. IB. Lässt man jetzt b allmäh- 

lich wachsen, also in ^ fiber- 
gehen; so liefert die Auflösung 
der Gleichung 

/(«,5i) = 
in der Form iB = aj, «^o'n 
x=a"i wiederum Funkte der- 
selben Kurve. 

Wenn der Unterschied ivi- 
scheu & und &■ gering i*^ 
wird es immer leicht sein, 
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Bacbdem erst einmal die Auflganngen der Gleichang / (e, 6) ^ gefuD- 
den und, sDch die beDachbarten Auflösungen der GleicbuDg / («, i,) zu 

Die fragliche Knrve wird im Allgemeinen aus mehreren Krtimmungen 
oderSchenkeln bestehen, welche bei fortgesetzter Vergrössernng oder Ver- 
p;„ 14 kleinem ng von y immer 

paarweise verschwinden, 
indem sie in dem Verschwin- 
dungepunkte eine zur Axe 
der x parallele Tangente 
haben. 

Ebenso wie die erste 
Knrve / («i y) == kon- 
struirt man die zweite Kurve 
/' (.^T y) = , welche in 
Fig. 14 punktirt ist. 

Jeder Durchschnitts- 
pnnkt zwischen der pntik- 
tirten und der ausgezogenen 
Kurve stellt eine AnflSsnng 
der gegebenen Gleichungen 
in reellen Zahlen dar. 

UmdieNäherungswerthe 
für die Koordinaten dieser 
Durchachnittspunkte zu fln« 
den; so seien In Fig. 15 



;i benachbarte Auflösun- 
der ersten Gleichung 



'wei bena(;hbarte Auflösungen der zweiten Gleichung. Das Kriterium, 
'lass zwischen den beiden Werthen i„ und Ji von y eine gemeinschaft- 
Iwhe Auflosung 

'UgB, Jaag sicli also die Linienzüge a^, a, und a'(, a'i durchkreuzen, 
*^teht nun darin, da?» wenn fiir den einen Werth t/ ^ h, die Wurzel 
^w ersten Gleichung grösser ist, als die der zweiten (oj ^ a'i), fiir 
''*'> anderen Werth y ^^^ 6^ umgekehrt die Wurzel der ersten Gleichung 
»leiner ist, als die der zweiten (oo <Z'''o)i insofern nicht in jenem Inter- 
^lle zwei oder ilberhanpt eine paare Anzahl von Auflösungen liegen, 
^fts durch Verkleinerung der Intervalle zu ermitteln sein w<<rde. 
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Sind bo^ bi^ b^ , , . die Werthe der aufeinander folgenden Ziffern in 
den verschiedenen dekadischen Ordnungen ; so ist die Anfangsziffer von 
^0 auch die von b. Was die Anfangsziffer von a betrifft; so liegt dieselbe 
zwischen Oq und öj oder zwischen a'o tind a\. Stellt sich durch diese 
Vergleichung die Anfangsziffer von a unzweifelhaft heraus; so ist sie 
gefunden: liegen aber zwischen jenen Grenzen Zahlen mit verschiedenen 
Anfangsziffern ; so ist das Intervall von bo bis ^i zu theil^n. Man kann 
dann für a und b sogleich diejenigen Zahlen untersuchen, welche in der 
Nachbarschaft der dem Kreuzpunkte der Geraden Oq oi und a'o a\ ent- 
sprechenden Werthe liegen, also für b diejenigen, welche in der Nach- 
barschaft von 

^^___ (a'o — Qq) ^>i + (^1 — «'i) ^0 
(a'o - oo) + («1 — a'i) 
liegen, was für a Werthe erzeugt, welche in der Nachbarschaft von 

g'o Ol — Oq a'i 

~ (a'o — oo) + («1 — «'i) 
liegen werden. 

Alle Operationen kann man offenbar so leiten, dass man fiir x 
und y immer nur positive Werthe zu berechnen braucht, indem man 
nöthigenfalls die Zeichen der Glieder mit den unpaaren Potenzen der 
betreffenden Unbekannten in die entgegengesetzten verwandelt. - 

2. Als Beispiel dienen die beiden Gleichungen 

/'(^,2/) = ^8^(22^+7>3-f( 2^3—22/+ l)^+(i/3_32/2^22/ — lO) = 

Um die erste Kurve zu construiren, hat man zunächst die Koeffi- 
zienten der ersten Gleichung fiir die sukzessiven Werthe von y zu bilden, 
indem man diese Grösse erst durch die Reihe 0, 1, 2 ... 9, dann durch 
die Reihe 0, 10, 20 . . . 90, dann durch die Reihe 0, 100, 200 .. . 
900 u. s. w., sodann durch die Reihe 0; 0,1; 0,2 . . . 0,9; dann durch 
die Reihe 0; 0,01; 0,02 . . . 0,09 u. s. w. , schliesslich aber auch durch 
die negativen Werthe dieser Reihen variiren lässt. 

Es ist jedoch rathsam, ,erst einmal bei einer dieser Reihen stehen 
zu bleiben und in ähnlicher Weise die zweite Gleichung zu behandeln, 
um einigermassen die Gegend zu ermitteln, in welcher gemeinschaftliche 
Auflösungen zu erwarten sind. 

Eine Variation von y durch die ganzen Zahlen von — 10 bis -j- ^^ 
mit Hülfe der Differenzenreihen ergiebt folgende Koeffizienten für die 
erste Gleichung 
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X» 



«2 



X 



—10 

— 9 

— 8 

— 7 

— 6 

— 5 

— i 

— 3 

— 2 

— 1 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 • 

10 

Sucht man jetzt die An&ngsziffem der Wurzeln x der Gleichung filr 
jf = 0, also der Gleichung 

/(«,0) = «» — 5«»-|-8a?-j-7 = 

80 findet man, dass diese Gleichung drei reelle Wurzeln resp. zwischen 
und — 1 , zwischen 2 und 3 , zwischen 3 xmd 4 hat 

Dieses Besultat genügt, um die Ermittlung der Anfangsziffem der 
Wurzeln der Nachbargleichnng für y = 1 , also der Gleichung 

/(«, 1) = ar» — 4«a + 5ä -f- 11 = 

bedeutend zu erleichtern, indem man dieselben in der Nachbarschaft der 
AnÜBmgsziffem der Wurzeln der vorhergehenden Gleichung sucht Es 
ergiebt sich» dass die neue Gleichung nur eine reelle Wurzel zwischen 
— 1 und — 2 hat. 

5 



15 


813 


1243 


14 


255 


— 929 


13 


203 


673 


12 


157 


— 469 


11 


117 


— 311 


10 


83 


■ — 193 


9 


55 


— 109 


8 


3a 


— 53 


7 


17 


— 19 


6 


7 


— 1 


5 


3 


7 


4 


5 


11 


3 


13 


17 


2 


27 


31 


1 


47 


59 





73 


107 


1 


105 


181 


2 


143 


287 


8 


187 


481 


4 


237 


619 


5 


293 


857 



1 
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Stellt man die Werthe aller dieser FimktioiieTi /(/r, OX /(^^ 1) n. s. w., 
welche sich aus der Substitution solcher Werthe von x ergeben, welche 
in der Nachbarschaft der Wurzeln der jedesmal vorhergehenden Glei- 
chung liegen; so erhält man folgende Tabelle. 



dse 



10 
9 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

1 
2 
3 
4 
5 



27 
23 
29 
39 
47 
47 



1 



—15 

— 2 

1 



1 

10 

33 



— 19 

— 1 
7 

11 
17 



8 

1 

6 

18 



39 

27 

11 

5 

3 

1 

13 



.79 
■82 
. 7 
2 
1 
. 4 
. 7 
^ 2 
17 



167 

-69 

- 5 

81 

45 

43 



1 
5 

3 
31 



72 
221 
142 



9 

22 
61 



Wenn man in dieser Tabelle die Stellen fixirt, wo die Zeichen- 
Wechsel in horizontaler und vertikaler Linie eintreten; so hat man das 
geometrische Bild der ersten Kurve /(x,y) = vor Augen, welche in 
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Fig- 16 durch die ausgezogene Liaie dargestellt ist, wobei wir die 
positive Ale der x nach rechts und die der y nach unten gekehrt 
naben, wie man gewohnt ist die Zahlentabelten anzuordnen. 

Fig. 10. 



Verfährt man jetzt ebenso mit der zweiten Gleichung; 
fär y = — 10 . . . folgende Eoeflizienteti. 



1 



G8 
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y 


a-s a?2 


X 




10 . 


' 1 —18 


121 


— 1330 


— 9 


1 —11 


100 


— 1000 


— 8 


1 9 


81 


73a 


7 


1 — 7 


64 


— 514 


6 


1 — 5 


49 


346 


— 5 


1 — 3 


36 


220 


4 


1 — 1 


25 


130 


— 3 


1 1 


16 


— 70 


2 


1 8 


9 
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Aus den Durchschnitten der beiden Kurven / und f* erkennt man, 
dass die beiden gegebenen Gleichungen drei reelle Auflösungen haben. 
Die Anfangs Ziffern sind für die eine a? = 2, y = — 3 und für die 
andere a? = — 1, y = 2. Fär die dritte ist die AnfangsziflTer der Wur- 
zel X sicher = 1 : was jedoch die Wurzel y anlangt; so lässt die Zeich- 
nung und die Zahlentabellen kein zuverlässiges Urtheil zu, ob y nahe 
unter oder über — 1 liegt. Man würde hierüber nicht im Zweifel sein? 
wenn man Gewissheit darüber hätte, ob. der Durchschnittspunkt' der 
ersten Kurve / mit der durch y = — 1 gehenden Horizontalen vor oder 
hinter dem Durchschnittspnnkte der «weiten Kurve f* mit derselben 
Horizontalen liegt, ob also die Wurzel der Gleichung 

/(o?, — l) = a?8— 6a;3-|-7a? — 1 = 

welche zwischen 1 und 2 liegt, grösser oder kleiner ist, als die entspre- 
chende Wurzel der Gleichung 

/' (ar, — 1) = a?3 ^ 5 ^2 _J- 4 ar — 16 = 

Um Diess zu entscheiden, entwickeln wir diese Wurzeln auf so viel 
Dezimalstellen, bis Verschiedenheit eintritt. Da sich die Wurzel der 
ersteren zu 4; = 1,343 . . . , die Wurzel der letzteren dagegen zu 
X = 1,306 ergiebt; so liegt der Durchschnitt der ersten Kurve / mit der 
Horizontalen y = — 1 hinter dem Durchschnitte der zweiten Kurve /' 
mit derselben Horizontalen. Die Durchkreuzung findet also in dem Qua- 
drate statt, welches oberhalb jener Horizontalen liegt, d. h. die An- 
fangsziflTer der Wurzel y, welche der Wurzel a? = 1, . . . entspricht, ist 
nicht 0, sondern — 1. 

3. Im Allgemeinen bemerken wir noch über die Durchkreuzungen 
der beiden Kurven / und f* , dass man durch die obigen Zahlentabellen 
nicht bloss die beiden Ecken eines Quadrates erkennt, zwischen welchen 
eine solche Kurve hindurchgeht, indem Diess immer zwei Ecken sind, 
welchen ein Zeichenwechsel entspricht, sondern dass man auch aas 
dem Verhältnisse der diesen beiden Ecken entsprechenden absoluten 
Zahlen werthe mit ziemlicher Genauigkeit den Abstand von der einen 
oder anderen Ecke bezeichnen kann , in welchem "der Durchgang erfolgt. 

Hat man nämlich für die eine Ecke in der betreflcnden Tabelle die 
Zahl a und für die andere die Zahl — h\ so ist der Abstand von der 

OL h 

ersten Ecke nahezu = — ; — r und von der zweiten 



In den meisten Fällen wird die Darstellung der Kurven mit diesen 
Hülfsmitteln genügen, um die Quadrate zu erkennen, in welchen die 
Auflösungen liegen. Nur in einzelnen Fällen, wo ein Durchschnitts- 
punkt sehr nahe an die Seite eines Quadrates selbst fällt, oder wo in 
demselben Quadrate mehrere Durchschnitte vorkommen, ist es, wie bei 
der dritten Auflösung des vorstehenden Beispieles, erforderlich, die Durch- 
schnitte der Kurven mit den betreficnden Quadratseiten genauer zu be- 
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stunnun, w9A immer durch die Auflösung einer Gleichung mit nur einer 
Unbekannttti geschehen kann. 

In allen Fällen wird es rathsam sein» zur Bestimmung der Anlangs- 
cifibra eine graphische Darstellung der wenigen Quadrate zu Hülfe zu 
nehmen, in deren Gegend die Durchschnitte liegen müssen. 

So lehrt unter Anderem Fig. 16, dass die erste Kurve / in der Ho- 
rizontalen y = 1 links von der Vertikalen x = — 1 eine Krümmung 
nach links macht, in Folge deren noch ein doppelter Durchschnitt mit 
der zweiten Kurve f möglich wäre. 

Um hierüber volle Gewissheit zu erlangen, entwickeln wir die ersten 
Dezimalstellen der Wurzeln aus den beiden Gleichungen 

/ (a, 1) == «« — 4«2 -|- 5 -» -|- 11 = 

/' (j?, 1) = «8 -}- 9 i?2 — 10 = 

welche zwischen — 1 und — 2 liegen, oder was Dasselbe ist, der posi- 
tiven Wurzeln aus den beiden Gleichungen 

/ (—0?, 1) = a?» -f- 4a?2 -|- 5^ _ 11 = 

/ (— d?, 1) = Ä» — 9 4?» -j- 10 = 

welche zwischen 1 und 2 liegen. Da sich für die Wurzel der ersten 
w =r 1,0608 . . . und für die der zweiten ^ = 1,12 . . . ergiebt und die 
letztere grösser ist, als die erstere; so können die in Frage gestellten 
beiden Durchschnitte nicht stattfinden; die gegebenen Gleichungen haben 
also nur die. schon angezeigten drei reellen Auflösungen 

X < 1, . . . Z, ... ~~" X, • • . "^^'^ 

W ""^T* ^^"^ X, . . • "^~" O, ... iw, ... 



§. 15. 
Genauere Berechnung der Wurzeln zweier Gleichungen. 

1. Nachdem durch das Verfahren des vorstehenden Paragraphen 
die Anfangsziffern der Wurzeln zweier Gleichungen bestimmt sind, be- 
rechnen sich die späteren Zifiern sukzessive folgendermassen. 

Man richtet sich durch den entsprechenden Zeichen Wechsel so ein^ 
dass man für eine Auflösung, welche man soeben vervollständigen will, 
nur positive Werthe von x und y zu bestimmen hat, und beginnt damit, 
die Wurzeln in den beiden gegebenen Gleichungen um die Werthe der 
Anfangsziffern zu erniedrigen. Diess geschieht durch ein Verfahren, 
welches dem in §. 6 beschriebenen ganz analog ist. Dasselbe ist jedoch 
för jede Gleichung zweimal in Anwendung zu bringen, nämlich einmal, 
um X zu erniedrigen I wobei die y enthaltenden Koeffizienten ganz in 
früherer Weise wie gegebene Grössen behandelt werden, und alsdann 
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um y zu erniedrigen 9 wobei jeder y enthaltende Eoeflflinent wie eine 
Funktion des betreffenden Grades für sich allein behandelt wird« 

Um also in dem Beispiele dos vorhergehenden Paragraphen die Auf- 
lösnng «=1, ...; y = — 1,... genauer zu berechnen, verwan* 
dein wir, um nur mit positiven Wurzeln zu operiren, die Zeichen der 
Glieder der unpaaren Potenzen von y in die entgegengesetzten, schreiben 
also 

Die Verkleinerung der Wurzel a um r =?: 1 und dann die Verklei- 
nerung der Wurzel y um 5= 1 in der ersten Gleichung giebt nach §.13 
folgende Rechnung. 

(r=l 
_5 6 (5=1 
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Die erste transformirte Gleichung von / ist also 
Verfahrt man ebenso mit der Gleichung f\ so kommt 
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Die erste transformirte Gleichung von /' ist also 
a?" + (— 2y' 4- 8) o?'« -f (y'* + ^7) a?' -f (— y'8 — 5y'2 — 9^' — 6) = 
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2. Um jetst die zweiten Ziffern r', 9f der Wurzeln x^ y zu beatim* 
men, behalten wir zur Approximationsrechnung aus den beiden ersten 
transformirten Gleichungen nur das bekannte Glied und die in die erste 
Potenz von x und von y multiplizirten beiden Glieder bei. Hierdurch 
kürzen sich diese beiden Gleichungen ab auf die Form 



imd man hat 



ax'-\-hy''{-cz=:0 
by — cß 



aß — ba 

^ c a — ay 

aß — ba 

welche Ausdrücke als Näherungswerthe von x" und y* zur Bestimmung 
der Anfangsziffer von x' und ^% welche die zweite Ziffer von x und y 
ist, angesehen werden kdnnen. 

Der Nenner ist in beiden Ausdrücken gleich. Um diesen Nenner, 
sowie die beiden Zähler durch eine mechanische Zusammenstellimg der 
Zahlen, aus welchen dieselben gebildet sind, zu erhalten, schreibe man 
die Grössen a, 3, c, a und darunter die Grössen a, /3, y^ a, £ine Mul- 
tiplikation der benachbarten Zahlen in der unteren Reihe mit denen 
der oberen ergiebt die einzelnen Theile jener Zähler und Nenner und 
darauf die Zähler und Nenner selbst in folgender Weise 

a b e ä 






a ß y ^ 



aß b y a 

b a ß a y 



% 



aß — ba by — cß ca — ay 

Die erste Differenz ist der gemeinschaftliche Nenner, die zweite ist 
der Zähler von xf und die dritte der Zähler von y\ Diese drei Zahlen 
stehen also einander schon so gegenüber, wie man es gewohnt ist, um 
durch Division mit dem voranstehenden Nenner in jeden der darauf fol- 
genden Zähler sofort die erste Ziffer von x" und y' zu ermitteln und dar- 
unter zu notiren. 

Für das vorstehende Beispiel hat man, indem man die KoefHizienten 
der abgekürzten transformirten Gleichungen sofort aus diesen Gleichun- 
gen entnimmt, 



• n 
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Die zweiten Ziffern von a: und y sind also 8 und oder mit Bäck- 
sicht auf ihren dekadischen IVerth 0,3 und 0,0. 

Diese Ziffern bedürfen jedoch einer Kontrole. Am einfachsten 
beschafft man diese Kontrole durch direkte Substitution in die vollstän- 
digen transformirten Gleichungen. Zu dem Ende muss man aber nicht 
bloss die Substitution ^ = 0,3 und ^' = 0,0, sondern überhaupt folgende 
vier Substitutionen 

x* == 0,3 0,3 0,4 0,4 

y' = 0,0 0,1 0,0 0,1 

machen, welche den vier Ecken des verkleinerten Quadrates entsprechen, 
in welchen der Durchschnitt erfolgen müsste, wenn 0,3 und 0,0 die rich- 
tigen Anfangsziffern von xf und y* sind. 

Ergiebt sich aus den Resultaten dieser Substitution, dass der Durch- 
schnitt nicht in dem fraglichen Quadrate liegen kann , dass also 0,3 und 
0,4 nicht die richtigen Ziffern sind; so werden jene Besultate zugleich 
die Richtung bezeichnen, in welcher die Karrektion weiter zu verfol- 
gen ist. 

Um die Substitutionen für die vier Ecken eines Quadrates auszu- 
fahren, macht man erst die Substitution für den Werth von ^, welcher 
zwei Ecken entspricht, und hierauf einmal die Substitution far das y der 
einen und dann die Substitution für das y der anderen Ecke. Ebenso 
verfahrt man mit der dritten und vierten Ecke. 

Im vorstehenden Beispiele hat man, wenn man in die erste transfor- 
mirte Gleichung von / erst x' = 0,3 und dann y' = 0,0 sowie y = 0,1 
setzt. 
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(a:' = 0,8 
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(y' = o,o 
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(y' = 0,1 



— 1 —1,2 —4,71 —0,808 



f 



§. 15. Crenanere Berechnung der Wurzeln. 75 

Wenn man jetzt acf = 0,4 und dann y' = 0,0, sowie %f = 0,1 sub- 
stituirt; so kommt 
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(«' = 0,4 
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(y' = 0,0 
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— 1 —0,8 —4,16 
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(y' = o,i 



Eben dieselben Substitutionen in 
von f geben folgende Bechnung : 
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0,8 



— 2 



8,3 



1 

— 0,6 



17 
2,49 



1 —0,6 19,49 — 



— .0,9 —4,25 —0,769 
die erste transformirte Gleichung 

— 5 _-9 —0 (x' = 0,8 

0,8 —0,18 5,847 
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0,4 
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1 — 0,8 20,36 



4,7 —9,18 —0,153 (2/' = 0,0 




— 4,7 —9,18 



0,153. 



— 0,1 —0,43 —0,066 (y' = 0,l 



4,8 —9,66 —1,119 

5 _9 -_6 (a;'==0,4 

0,4 —0,32 8,144 



4,6 —9,32 2,144 (y' = 0,0 





4,6 —9,32 2,144 



— 0,1 0,45 —0,887 (y = 0,l 



4,5 — 8,87 1,257 

Die Resultate der vorstehenden Substitutionen sind also 
für die erste transformirte für die erste transformirte 

Gleichung von / Gleichung von /' 





ar' = 




a?' — 


y' 


0,3 0,4 


y' 


0,3 0,4 


0,0 


0,103 — 0,344 


0,0 


— 0,153 2,144 


0,1 


— 0,368 — 0,769 


0,1 


— 1,119 1,257 
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Nftch der relativen Grösse und dem Zeiohenwechsel dieser Zahlen 

ist «s unzweifelhafit, dass der DorchBchoittspankt wirklich in dem fragU- 

p. chen Quadrate, welches in Fig. 17 dargeatellt 

ist', wirklich liegt, dass also 0,3 und 0,0 dig 

richtigen Anfangezifiem von Jt und y' sind. 

Wir bemerken noch, dass wenn die ui 
der Näherungerechnung gefundenen Ziffern 
unrichtig wären, Diess auch ohne KoDtrole 
bei der Fortsetiting der Bechnung sich daran 
zeigen würde, dass man für eine ep&tere Ziffer 
entweder einen negativen Werth oder einen 
positiven Werth ^ erhielte. 

Wenn die Wurzeln durch die allmähliche 
Verkleiueriing erat einen gewissen Grad von Kleinheit angenomnen 
haben, kann man die Kontrolerechnung ganz auf sich beruhen lassen. 
Weiter nuten sub Nr. S werden wir Übrigens zeigen, dass jede folgende 
Transformationsrechnung sofort erkennen lässt, ob die darin angewandten 
Ziffern etwa zu gross sind. 

3 Behuf Bestimmung der dritten Ziffern sind ans den ersten trani- 
fonnirten Gleichungen durch Verkleinerung der Wurzel x um r' = 0,3 
und der Wurxel y um ^ = 0,0 die zweiten transformirten Gleichungen 
herzastellen. Zu diesem Zwecke hat man (da wegen s* = die Wnnel 
unverändert bleibt) 

(r' = 0^ 
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Die zweite transfonnirte Gleichung von / ist also 

^" + i~r-%n^'^ + (3s"* + vr-3,53)^' 

+ (— r^- l,ly"ä — 4,59y' + 0,157) = 
Für die andere Gleichung bat man die Rechnung 
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(r' = «,! 
(V = 0,« 
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Die zweite triuisfonnirte Gleichung von /' ist also 
^'3 ^ ( _ 2 y" + 8,9) ^'3 -f (y-3 _ 1,2 y- -f 22,07) ^- 
-j- ( _y"3 _ 4,7 y«2 _ 9,18 y" — 0,153) = 

Es lynchtet ein, dass die Niederschreibang der transformirten Glei- 
chungen ganz nnnöthig ist, da man die wissenswerthen EoefEzienten un- 
mittelbar aus dem Berechnungsschema entnehmen kann. 

Ausserdem wird man bei der Ausübung die Koeffizienten jeder spä- 
teren transformirten Gleichung unmittelbar unter den Koeffizienten der 
vorhergehenden transformirten Gleichung berechnen. Der Übersicht- 
lichkeit wegen ist es aber gut, beim Beginn der Rechnung für eine neue 
p transformirte Gleichung alle Koeffizienten der vorhergehenden in eine 
horizontale Reihe zu schreiben. 

Die dritten Ziffern r", sf* berechnen sich jetzt nach der sub Nr. 2 
gegebenen Regel folgenderroassen , wobei es genügt, die Produkte in 
abgekürzten Zahlen zu berechnen. 

— 8,53 — 4,59 0,157 — 3,53 

22,07 —9,18 —0,153 22,07 

32,41 0,70 8,46 

— 101,30 —1,44 0,54 



133,71 2,14 2,92 

r" = 0,01 «" = 0,02 

Wir wollen jetzt die Kontrole dieser Werthe von r" und «" auf 
sich beruhen und es darauf ankommen lassen, dass die etwaige Fehler- 
haftigkeit derselben sich durch spätere positive Ziffern ^10 oder durch 
negative zu erkennen gebe. 

Die jetzt noch erforderliche Rechnung, wenn man im letzten Gliede 
bei 6 Dezimalstellen stehen bleiben, also am geeigneten Orte die abge- 
kürzte Rechnung eintreten lassen will, ist die folgende, wobei erst die 
Transformation von /, dann die von /' und schliesslich die Nebenrech- 
nung zur Bestimmung der einzelnen Ziffern aufgeführt ist, während man 
in der Ausübung diese drei Rechnungen in Absätzen auf drei besonderen 
Blättern neben einander ausfuhren wird. Bei jedem mit einem neuen 
Ziffempaare beginnenden Absätze sind anfangs und solange die abge- 
kürzte Rechnung nicht eine grosse Menge der Koeffizienten als unver- 
änderlich erscheinen lässt, alle Koeffizienten in einer horizontalen Reihe 
zusammengezogen. 
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§• IC. Anwendan^ dor Regula falsL 81 

Nach Vorstehendem ist die gesuchte Auflosung, alif 6 Dezimal- 
stellen genau, 

X z= 1,316021 

y = 1,021843 



§. 16. 

Anwendung der Regula falsi auf die Auflösung zweier 

Gleichungen. 

1. Wenn von den beiden Gleichungen 

bereits drei NähernngsauflÖsungen ^i, ^i, ferner ^3, y^ und «3, ^g, wel- 
chen resp. die Werthe Zi , z\ , ferner z^ , z'q und z^ , z'^ entsprechen , be- 
kannt sind; so findet man bekanntlich eine genauere Auflösung durch 
die Formeln 

__ yifag'3 — 'gft'g'a) + yi(H^\ — z\^'z) 4- yaC^^i^g'g — -g2^'i) 

welche auch in folgende Form gebracht werden können 

^ , (J?a — »^i) fag'i — ^1 ^a) + (^3 — ^1) (zxfi — ZjZ'i) 

* * ~ ^^ (^2 «'3 — «3 ^'2) + (^3 2'l — ^1 ^'3) + («1 «2' — % «'1) 

_. , (y2 — yi) fa g'i — ^1 ^'3) -t^ (ys — yi) (^ig'2 — ^^2^'i) 
y4 — yi -h (^^^^.^ _ ^g ^.^) ^ (2^ ^.^ _ ^^ ^.g) ^ ^^^ ^^. _ ^.^^.j) 

2« Die Bedeutung dieser Formeln gewinnt durch folgende Betrach- 
tang an Interesse. 

Wenn man durch diejenigen drei Punkte der Fläche 2; = / (a?, y), 
welchen die Koordinaten a?!, yi, Zi] d?2, ya, z^; a?3, ^3, 2:3 angehören, 
eine Ebene legt, deren allgemeine Gleichung 

z = aa -j- by -}- 
ist, för welche also die drei Bedingungen 

zi = aai '{' byi -^ c 
z^ =:z ax2 -^ by2 -}- c 
z^ = axs '\^ bys -\- c 

gelten; so bezeichnet 



82 §• IG. Anwendung der Regula fals^ 

ax -^ hy '-\- c = 

die gerade Durcfaschnittslinie zwischen jener Ebene und der Koordinaten* 
ebene ay. 

In ähnlicher Weise stellt 

a'x -j- b*y -j- & = 

die Durchschnittslinie zwischen derselben Koordinatenebene der xy und 
derjenigen Ebene dar, welcher die drei Punkte arj, yi^ z\; ^3<»y2, ^2'; 
a?3, ^8, z^' der zweiten Fläche z' = /' (o?, y) angehören. 

Die Koeffizienten a\ b\ c* sind durch ähnliche drei Bedinguirgs- 
gleichungen bestimmt, wie die Koeffizienten a, h^ c. 

Die Koordinaten des Durchschnittspunktes der erwähnten bei- 
den Dnrchschnittslinien 

h & — c h' c a' — ae' 

^^ ~ ab' — b o! W= . 0, 6' — 3 a' 

siud genau die Naherungswerthe, welche man nach den obigen Fo 
aus den drei gegebenen Paaren von Näherun gswerthen als eine ui 
grössere Annäherang ableitet 

Demnach besteht dieses Näherungsverfahren darin, dass man 
der Flächen zwei Ebenen setzt, welche durch je drei Punkte 
Flächen in der Nachbarschaft desjenigen Punktes gehen, in welchem 
Dilrchschnittslinien der Flächen mit der Ebene der xy sich selbst kreuz< 
Die zwei korrespondirenden Punkte in- den beiden Flächen, z> B. diej 
gen, welchen die Höhen Z\ und zfx angehören, haben in der horizon 
Ebene der-;»^ gleiche Koordinaten a?i, yi- Die Koordinaten des Punktisj 
wo die Durchschnittslinien jeher beiden Ebenen mit der Ebene der xy 
sich überschneiden, liefert die gesuchten näheren Werthe für x und y. 

8. Die Anwendung des vorstehenden Verfahrens setzt die Bekannt- 
schaft dreier Paare von Näherujagswerthen voraus und leidet dem- 
nach nicht bloss an der Unsicherheit, welche der Begriff des Näherun gs- 
werthes bedingt, sondern auch an dem Mangel einer Regel, wie solche 
ersten Näherungswer£he zu finden sind. 

Es wird daher von Interesse sein, nachzuweisen, dass die Regula 
falsi auch ohne die Bekanntschaft von eigentlichen Näherun gswerthen 
geeignet ist, ein zusammengehöriges Paar der Grössen x^ ^ mit einer 
grösseren Genauigkeit zu bestimmen. Diese Regel bleibt dann sogar für 
transzendente Gleichungen anwendbar. 

Es kommt zu diesem Ende nur darauf an, drei Punkte Pi, Pj» ^3 
(Fig. 18) der Ebene X y zu ermitteln, welche ein Dreieck P^P^Pz 
bilden, innerhalb dessen der gesuchte Punkt C liegt, dessen Koordinaten 
x^ y eine Auflösung der beiden gegebenen Gleichungen / und f* bilden. 

Wenn AB den Durchschnitt der Fläche / und A* B' den Durch- 
schnitt der Fläche /' mit der Ebene X 7 bezeichnet; so ist der gesuchte 
Punkt C offenbar der Durchschnittspunkt der beiden Kurven AB^ A* B\ 
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Znr ErtenteroDg bunerken wir, da» weno ACA' derjeDige Wiubel 

ist, in welchem die H5hen t und *" aller Punkte der Flächen / und f 

positiv aind, was wir in der Figur mit -| — |- angedeutet haben, im 

entgegMigesetzten Winkel B'CB alle Höhen negativ sind, was durch 

beteichnet ist, wogegen in dem Winkel A'CB die H5hen von / 

positiv, die von /' dagegen negativ siid , was durch -| bezeichnet 

ist, während in dem Winkel A CB' die Höhen von / negativ und die von 

r positiv Bind, was durch 1- dargestellt ist. 

BeEeiofanet in Fig. 19 Di? die Projektion der gemeinicbaftlichen 
Durchschnitt«] in ie der beiden Flächen / nmt /'; so ist In dem Winkel 
ACD dnd SCE die absolute Höhe von / kleiner, als die von/-, was 
Fie- 18. F«. 19. 



darch <;^ |]>- f 
die Höhe voi 



[»gedeutet ist, wogegen in den Winkeln A'CD und B- C E 
/ grösser i*t, als die von /', was durch >• <; darge- 



In Vorstehendem ist i 

Fig. 20. 



imen, dnss wenn man von C tu den 
Winkel jlC-i', wo t und«* positiv sind, 
Uineinsieht, die Durchschnittslinie CA 
derFläche/linksunddie Durchschnitts- 
linie CA' der Fläche /' rechts liege. 
Fände das Umgekehrte statt, oder 
vertauschte man die Bezeichnung der 
beiden Flächen / und /' ; so erhielte 
man die in Fig. 20 dargestellten Ver- 
hältnisse. 

Setzt man an die Stelle der beiden 
Flächen /undy die oben beschriebenen 
beiden Ebenen; so werden die der- 
selben entsprechenden Durchschnitte 
AB, A'B- und die Protektion DE 
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gerade Linieu. DieseUMQ «erden aioh zrar in einem uideren, aU 
dem Funkte C darchkreiuen; sie müssen aber notbweadig eine solche 
Lage haben, das« jeder der drei Funkte Pi, Pg, P^ in dem Winkel liegt, 
welcher nach der Beseichnang in Fig. 19 der Natur resp. des Winkels 
ACD, Ä'CD, BCE, welchen er gegen die Dnrchachnittsknrven der 
Flächen / und f einainunt, entspricht. 

Zunächst ist also zu bonstatiren, daas der Durcfaschnittspiinkl C [ 
wirklich in dem Dreiecke Pi Pj P^ 
Feimen, welche dabei die Kurven A 
einige in Fig. 21, 22, 23 dargestellt. 

Fig. 21. 



Fig. 21 und 22 verzeichneten, wo jede Kurve eine Drei'ecksseite nur ein- 
mal durchschneidet. 

Über die Lage des Punktes C verschafft man sich nur dadurch 
Gewissheit (insofern Diess nicht in speziellen Fällen aus anderen Merk- 
Y\a. 23. malen einfacher geschlosien werden 

kann), daSB man die Hoiizontalordiaa' 
ten «, y längs des Zuges einer jeden 
Dreiecksseite P, Pj, Pj P3, P, P, so- 
wohl in der Gleichung » ==/(«, y\ als 
auch in t' := /■ («, j) variiren lässt 
und die Zeichenwechsel von z und z', 
wodurch die Punkte F, G, P, G' be- 
stimmt werden, beobachtet. 

Solkn t. B. die Durchschnittspunkte 
attf der Linie P, Pg ermittelt werden^ 
so hat man die Beziehung 



ranchmg 


der 


B«gii1a fahU 


^' 


'- 


-«,) 


._L f 


1» 


— *»jri 



rt man diesen Auedruck für y in / anH /'; 
(i)] = F(*) 

aiige Variabele « von Xi bis «j zu varii- 

ge des Dreieckes /*! P, Pj in der Richtung 
so mfissen die vier Durch sobuhtspunkte in 
FF'GG' beobachten, insofern nioht etwa 
[lalb des Dreieckes sich mehr als einmal 

ist, dasB der Darchschnittspnnkt C wirk- 
liegt, bestimmt man die Koordinaten d!^, 
bigen Formeln als erste Näherun gswerthe 
\t entweder innerhalb jenes Dreiecks, wie 
sselben, wie in Fig. 35. In beiden Fällen 
nera der drei Dreiecke liegen, welche F^ 
Fig. Sd. 



znr gemeinschatllichen Spitze and je eine Seite des ursprünglichen Drei- 
ecks ZOT Baris haben. Dieses Dreieck P^ Pg P« ist nach den vorstehen- 
den Merkmalen za ermitteln. 

Hieranf besümmt man nach den obigen Formeln ans den Koordi- 
naten der drei Paukte Pj, Pg, P4 den Punkt Pj, dessen Koordinaten 
"^1 y» die näheren Äpproximationswerthe für «, y darstellen. 

Aus Pfi und den betreffenden zwei Punkten des zuletzt behandelten 
Dreietkes PiP^Pt finden sich dann die noch näheren Koordinaten Xg,y« 
des Punktes P« u. s. f. 



8G §. 16. A.DiTendung der Regula fiilgi. 

4. Ob <ler am den drei Eckpunkten einei Dreieckes wie P^ P^ Pg la 
bestimmende Pnnkt ^^4 innerhalb oder ausserhalb des Dreieckes nnd in 
welche Gegend er überhaupt fällt, lässt sich ans den MahenordinatNi 
der Eckpunkte leicht nach folgenden Kennzeichen beartheilen, welche 
anch für die analytische Geometrie , insbesondere ftir die Theorie der 
Ebene ein Interesse haben werden. 

Setzen wir 2ur Abkürzung 

Z,j = z, z'i — ti z', 



worin man eine Zirkularbewegung erkennt, welche den Umfang des 
Dreieckes Pi P^ P^ in der Richtung 1, 3, 3 durchschreitet; so sind 
nach den obigen Formeln die Horizontalkoordinaten x^^ y^ des Funkten 
jp4, in welchem die Durchschnittslinie der durch 2,, 2,, », und ti, 1*3 c't 
gelegten Ebenen die Ebene XYtriBt, 

"1 ^1» -j- J^3 ^1 -f~ ^8 ^i 

* - Z„ + . ^s + ^1 

Pig- ^''- Durchläuft man nun das Dreieck 

^i P-2 Pi in der Richtung dieger 
Buchstaben und ist die positive Axe 
der z nach oben gekehrt; so liegt 
der Punkt P^ rechts von irgend einer 
Seite, wie z.B. Pj P^, wenn daa dar- 
auf bezügliche Z, hier also Z,,, posi- 
tiv ist, dagegen links, wenn Z^ 
negativ ist. 

Aus den Zeichen der drei Grössen 
^ui ^28, ^31 kann man also sofort 
auf den Ort von P^ schliesseo; ist 
nämlich (Fig. iQ) 

-|- -j- + ao liegt P^ innerhalb des Dreieckes, also in a 
+ + — .... ausserhalb u. zwarin b 

^ h 

- + + d 
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Hierbei wird übrigens vorausgeseirt, Hans wenn FG der Durch- 
schnitt der Ebene Xy z^ Z3 mit der Ebene X Y (Fig. 27) und F' G' der 
Fig. 37. Durchschnitt der Ebene 

z\ t't mit darralben 
Ebene X Y ijt, uudfP^P 
den Winkel darstellt, in 
welchem t und ^ positiv 
Bind, FP^ links und F" Pf 
rechts liegt. Läge um- 
gekehrt FPi rechts und 
i^P« links, waseiner Ver- 
tauschung der akzentuirten 
mit den nicht akzentuirten 
Grössen entspricht; so wür- 
' den die vorstehenden Regeln 

< gelten, indem man alle Zeichen von Zx^, Z„, Zgj in die entgegengesetzten 
verwandelte. 

Allgemein liegt also/4 nur dann innerhalb ded Dreieckes, wenn die 
drei Grössen Z^, Zn-, ^1 gleiche Zeichen haben. 
. Wenn der Punkt ^4 bestimmt ist; so lässt sich schon aus den blossen 

Zeichen der Höhenordinaten 24, z*« die Gegeud erkennen, in welcher der 

< zunächst zu suchende Pnnkt P^ liegen wird. Hierzu ist übrigens die 
! Konstruktion der in P4 sich kreuKenden Durchschnittulinien FG nnd 

F' G' erForderlich. Dieselben lassen sich leicht durch die Punkte 
Hy J verzeichnen , in welchen sie iwei benachbarte Dreiecksseiten wie 
P]Pii PtPa durchschneiden. Ein solcher Durch schnitLipunkt ^zwischen 
FO und Pi Pi findet sich aber einfach durch die Formel 
a = '' r 

Zi — If 

Hierin bezeichnet r die absolute Lange der Seite /", P^ und a den Ab- 
stand des Pnnktes H von i\. Ist a positiv ; so liegt H in der Bächtnng 
von Pi gegen Pa : ist dagegen a negativ; so liegt H auf der entgegen- 
gesetzten Seite von Pi- Die Höhenordinaten sind immer mit ihren wah- 
ren Zeichen zn nehmen. ' 

Sind nun die Zeichen der Höhenordinaten £4 und if^^ welche dem 
Paukte Pf in den beiden Flüchen F{x, y) nnd F'(3!,y) angehören, von 
der Art, wie sie den Höhenordinaten der beiden Ebenen Zi t^ t^ und 
f, «■, i-g in irgend einem der vier Winkel FP^F, F- PtG, P^ 6', 
Q'P^F entBprechen wBrden; so lallt der Pnnkt P^ immer in den ent- 
gegengesetzten Winkel. Ist also 
«4 »'* 
+ + so liegt P, in dem Winkel G P^ G' 

_| 0'P^ F 

F P^F 

Y- P'P. Q 
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• 

gleickviel, ob man den Punkt P5 ans den Ecken des Dreieckes 
P4P1P2 oder P4P2PB oder P^PiPi konstruirt (womit natürlich 
nicht gesagt sem soll, dass Diess immer identisch einunddenseiben Punkt 
ergebe). 



in. 



Die komplexen Wurzeln der algebraischen Gleichungen mit 

einer und zwei Unbekannten. 



§. 17. 

Gewöhnliches Verfahren zur Bestimmung der komplexen 
Wurzeln einer Gleichung mit einer Unbekannten. 

Um die komplexen Wurzeln der Gleichung 

a^af* -f- a^_i«"~* -f- ..,-(- Oi« -f- «o == ^ (1) 

zu finden, braucht man nur x = y -^ z y — 1 zu substituiren und daa 
Reelle vom Imaginären zu trennen. Diess gfebt zwei Gleichungen, 
welche nach z geordnet die Gestalt 

Yof" + Taz«-« + 74«"--» 4-...= (2)' 

annehmen. Hierin bezeichnet allgemein Y^ eine Funktion rten Grades 
von y. Wenn n^p aar = 21>i ist, lässt sich die Gleichung (3) durch 
z dividiren, und man erhält 

Fo*«- + y»«''"-"+F»«'<"-« + ...-HF.(„-„e»+y.„ =0 (4) 
ü^c— »_j_ r3«»(— •> + Tj «•(»•-« + ...-[- y.^_. «5-j-i;_,=o (5) 

Wenn dagegen n nnpaar = 2 ot -(- 1 ist, so lässt sich die Glei- 
chung (2) durch z dividiren, und man erhält 

Yoz^- + y,^c«-^> + r,.«c«~.) + . . . + r,c_,>z2+ y,^ =o (6) 

Y,z^-^ Ta^c-^) + !,.•(-*> + . . . + Y.«-^^^ + Y^, = (7) 
In beiden Fällen ergeben die reellen Auflösungen der beiden Glei- 
chungen (4), (5) oder (6), (7) für y und z die beiden Theile der kom- 
plexen Wurzeln w == y -{- z Y— 1 der Gleichung (1). Man kann 
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mki erwarten.) dass die reellen Aufidsongen janer beiden GHeieliiingien 
aaeh die reellen Warsein der gegebenen Gleichung (1), für welche 
z-ssz sein milaste, mit nmsehlieaseo. Diese reellen Warsein von. (1) 
sind zwar noch in (2) und (3), aber nicht mehr in (4) und (5) oder in (6) 
tmd (7) enthalten, weil die Division mit e ausdrücklich voraussetzt, dass 
z nicht gleich null^ die Wurzel a also wirklich komplex sei. Ebenso 
wenig können die etwaigen komplexen Auflösungen jener beiden Glei- 
changen die reellen Wurseln von (1) ergeben: denn Diess setzte vor- 
aas, dass y oder z oder beide imaginär oder komplex seien, eineVor- 
aossetzüng, welche die Zerlegung der Gleichung (1) in die beiden 
Gleichungen (2) und (8) ganz unstatthaft machen würde. 

Während also die reellen Wurzeln von (1) durch direkte Auf- 
lösung dieser Gleichung ftir reelle Zahlen erhalten werden, findet man 
ausschliesslich die komplexen Wurzeln durch die reellen Auflösun- 
gen der beiden Gleichnng^i (4), (5) oder (6), (7). 

Hi«rmit ist übrigens nicht gesagt, dass eine anderweite Zerlegung 
der 61. (1) nicht geeignet sei, sowohl die reellen, wie auch die 
komplexen Wurzeln zu ergeben* Diess ist sehr wohl möglich, wie 
inr weiter unten sehen werden. 

Die Gleichungen (4), (5) oder (6), (7) enthalten nur paare Po- 
tenzen von z^ wie es auch sein muss, da bekanntlich die komplexen Wur- 
zeln in jeder Gleichung mit reellen Koeffizienten paarweise in der 

Form y -{- t V — 1 und y — z V — 1 vorkommen. Man kann also 
z^ als die eine Unbekannte ansehen, wodurch der Grad jener Gleichun- 
gen for diese Unbekannte auf dieH&lfte reduzirt wird. Dieser Umstand 
motivirt es auch, jene Gleichungen nach z als Hauptgrösse zu ordnen. 

Die Auflösung der beiden Gleichungen für y und z kann nach dem 
vorhergehenden Abschnitte bewirkt werden, indem man entweder nach 
§.11 die eine Unbekannte eliminirt und die Finalgleichung für die an- 
dere auflöst^ oder indem man das unmittelbare Verfahren aus §. 15 in 
Anwendung bringt. 



§. 18. 

Auflösungsverfahren, welches gleichzeitig die reellen und 

die komplex^en Wurzeln ergiebt. 

Der dem Auflösungsverfahren zu Grunde liegende Gedanke ist die 
Zerlegung .der gegebenen Funktion in Faktoren ersten Grades von 
der Form a — r. Jenachdem nun r reell oder komplex ist, nimmt das 
Verfahren eine verschiedene Gestalt an. Ginge man aber darauf aus, 
^^ gegebene Funktion in quadratische Faktoren von der Form 



zwei 
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za zerlegen; so würde das Verfahren für reelle und komplexe Wors«la 
einnnddafiselbe sein« Denn hat man alle zusammengehörigen reellen 
Werthe von Ci und €2 bestimmt; so ergiebt die Auflösung der quadrsti' 
sehen Gleichung 

^2- -f- öl ar -f- <?2 === (1) 

also der Ausdruck 

'=-t+V(i;— ■ • • • • ■« 

je zwei reelle Wurzeln, sobald ("4-) — ^2 positiv ist, und je 

komplexe, pobald (-t") — c.^ negativ ist. 

Wäre die gegebene Gleichung von unpaarem Grade; so sondert 
sich neben den quadratischen Faktoren von selbst noch ein Faktor ersten 
Grades ab, welcher diejenige Wurzel bestimmt, welche in einer soK 
chen Gleichung immer reell sein muss. 

Um die Zerlegung der Gleichung 

ar" -)- üi a?*~^ -\- flgar""* -|- . . . -|- a^_^ o? -|- a„ = (8) 

in quadratische Paktoren zu^ bewirken, bilden wir das Produkt aus einer 
Form vom Grade n — 2 und dem obigen quadratischen Faktor in all- 
gemeinen Zeichen, multipliziren also 

^— + 3i^-» + ^2^--*4-... + Ä_«^+5,_, ..... (4) 

mit j?2 -|- Ci a? -f- Ca 

Diess giebt 

^" 4- (^1 + öl ) *"'" + (*» + ^1 <Ji + 02) aj»~» + ih + hci + h C2) 0?""' 

+ ih-\-^Ci +Ä2C2)«*-* 4- . . . + (*,_, -f b,_,Ci -^ 6.-5C8) Jf* 

Setzt man die Koeffizienten dieses Produktes den Koeffizienten der 
gegebenen Gleichung (3) gleich; so erhält man 

^S = ^8 "h ^2 ^1 -|~ ^1 ^ 

Ö5 :^ ^5 4" ^äi Ci -f- ^8 <?l 



««-» = ^«-» + ^»-4<?1 + ^«-5<?2 
O«-« = K^t 4" ^n-a^i 4" *n-4<?2 
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'Atis diesen n Gleichungen sind zunächst die n — 2 Grössen bi^ 
^ • • • 3«^t zu eliminiren* Diess giebt zwei Gleichungen für Oi und c^, 
aas welchen man also erst Ci eliminiren und dann durch direkte Auflö- 
sung der Finalgleichung 03 bestimmen kann, oder was einfacher ist, erst 
Cf eliminiren und durch direkte Auflösung der Finalgleichung Ci bestim- 
men kann. 

Die Elimination der Grössen b geht am leichtesten folgendermassen 
von statten. Aus der Isten^ 2ten, 3ten . . . nten Gleichung folgt 

bi = d, — Ci 



h 


"= a^ — ^ ^1 Cj — C2 


h 


03 — A2 ^1 — ^1 ^2 


*4 


= 04 ^8 Ci b-i C2 


h 


— 05 A4 Ci h^ Cg 

• 


»._. 


• 


ö 


— ör,_, *»-«Ci ^«-»Ca 



(S) 



0=0, — b^_^C2 

Substituirt man jetzt den Werth von bi in 5^, dann den von 6] und 
&} in 63 , dann den von b^ und ^3 in b^ u. s. w. , schliesslich aber den 
Werth von b^_^ und d^^^ in die vorletzte Gleichung und den Werth von 
^«-{ in die letzte Gleichung; so ergeben diese letSsten beiden Gleichun- 
gen die gesuchten Beziehungen für Ci und c^. 

Es hätte keine Schwierigkeit, diese beiden Endgleichungen für einen 
allgemeinen Werth des Exponenten n zu entwickeln. Die Anwendung 
der hierdurch entstehenden komplizirten Form ist jedoch nicht so be- 
quem, als die Ausföhrung des oben beschriebenen Substitutionsverfah- 
rens für die sukzessiven speziellen Werthe 'S, 4, 5 . . . von n. Bis zu 
dem Werthe n = 8 sind sofort die nachstehenden Formeln zu ge- 
brauchen. 

fci = (ai — ci) ..... (6) 

h = (02 — CTi Ci -f- c?) — C.2 

*8 = («8 — (h <?i + «i <?/ — ef) — (fli — 2 Ci) c« 

*4 = (04 — a^Ci -f- a.2C^ — aicf -f- c*) — (o^ — 2ai öi -f dcf) C2 + O2 

*5 = (05 — 04 Ci + aa cf — «2 öf 4" ^1 <^ — ^1^) "~ (^8 — ^<h «i 
+ 3a, c,^ — 4cf) c^ + (ai — Sc,) c| 

^i = («fi — 05^1 + a^Ci — 03 cf + oac^^ — aic/-(-cf) — (04— iflaCi 
-|- 3 02 c,- — 4 Ol cf -|- 5 cj*) c'2 -j- («2 — 3 «i <?i- + 6 c/) c/ — c^ 

hl ^=i {a^ _ fltg Ci -f- • . . — <?i) — (ö^s — 204C1 -|- ... — 6cf) C3 
-|- (og — 302 Ci + 6«! c/ - lOcf) cj^ — (Ol — 4ci) cf 

*8 = (ag — «7 ci + • • • + ^) — (c^e — 2 05 Ci -!-•••+ 7cf ) c« 

(04 803 Ci -f" 6««Ci^ lOffl <?i^-f- 15c*) <?2^-- («2 ^öiCi 
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Handelt es sieh also z. B« um eine Gleicirang vom Grade n == 7; 
80 erhält man die beiden gesuchten Gleichungen^ indem man die Werthe 
von b^ und ^ gleich null setzt. Die letzte dieser beiden Gleichungen 
kann jedoch immer vereinfacht werden. Diese vereinfachte Form ergiebt 
sich aus den Werthen von b^ -^ ^m-i^i* Dieselben sind. 

^ "4~ ^ ^1 =^ flf« — ^ . • • • • (7) 

^8 -f- ^a öl = «3 (ö^l Cl) Ö2 

h + hci = ö4 — (flfa — «1 Ci -f- c«) cj + c| 

*6 + *4 <?1 = ^6 — («8 ~ 02^1 + «1 C^ — Cf)c^ + (fli — '2Ci)cj 

+ 3ai c^ — 4c») c| — (ai - ScOcJ 

^8 -|- ^ Ci == Og (dß 05 Ci 4" • • • + ^l) ^2 rf- (<h 2flf8Ci 

4- 302 c/— 4aic» + 5ci*)c|— (oj — 3aiCi + 6cf)c»4-cJ 

Ist also beispielsweise n = 7 gegeben; so nimmt man die Glei- 
chung für ^e = aus der Gruppe (6) und die Gleichung für ^7 -|- b^Ci 
= aus der Gruppe (7). 



§. 19. 

Anwendung der vorstehenden Formeln auf Gleichungen 

vom 3teD, 4ten, 5ten und 6ten Grade. 

I&t die kubische Gleichung 

** 4* ^ ** 4" ^3' 4~ ^ = ^ 
gegeben, also n = 3; so hat man für ^2 = aus der Gruppe (^6) und 
für h -{' h^i = aus der Gruppe (7) 

(öTj — (^iCi -^ c^ — €2 = 

'eis (Oi — Ci)C2 = 

Hieraus folgt durch Elimination von Cq 

cf — 2fli(s2 -f- («2 -f a3)ci — (aioa — 03) = 

und wenn hieraus Ci berechnet ist, ergiebt sich 02 durch die einfache 
Formel 

C2 = 



' 



Ol — Ci 

oder auch durch die Formel 

Oj = 02 — ai Ci 4" Ci^ 
Die dritte Wurzel r der gegebenen Gleichung, welche immer 
reell sein wird, gleich vielob die anderen beiden reell oder komplex 
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sind, bt wegen des Faktors » ~{~ ^i = und nach der eraten Gleichung 
der Gruppe (6) 

r = — ^ = Ci — Ol 
oder auch * 

r = — "^ 

Ca 

Aus den letzten beiden Gleichungen ergiebt sich die interessante 
Thatsache, dass wenn die eine reelle Wurzel r, welche die kubische 
Gleichung jedenfalls liat, berechnet ist, die anderen beiden, sie mdgen 
reell oder koniploz sein, Termittelät der Werthe 

Ci = r -f- ^1 

c = — ^ 
* r * 

sofort nach der Formel (2) berechnet werden können. Dieselben sind 

also 



r 4- «1 — 

Äf == • 4- 



VH^y+r 



Hiemach ist es also schlechterdings unnothig, zur Bestimmung der 
komplexen Wurzeln einer kubischen Gleichung eine besondere Operation 
za unternehmen. Wenn man die eine reelle Wurzel gefunden hat, er- 
geben sich die anderen beiden reellen oder komplexen Wurzeln durch 
die letzte ganz einfache Formel. 

Nachdem man z. B. für die Gleichung 
ad _ 6a?2 -|- IIa? — 6 

die eine Wurzel or r=: 1 gefunden hat, ergehen sich die andern beiden 
durch die Formel 

X = I + V(iy - 6 = 2 ««d 3 

Oder nachdem für die Gleichung 

Ä>-f- 3dr2 -|- 9ar — 13 = 
die Wurzel a == 1 ermittelt ist, sind die anderen beiden 

.T = - 2 + y22— 13 = 2+3 V— 1 
Fehlt in der gegebenen Gleichung das zweite Glied, ist also Oi = ; 
80 vereinfachen sich die vorstehenden Formeln auf folgende 

Ca = — -- = «2 + <^i 

_a8 

^ — ^i — a 

Ci = r 
. — S. 



1 
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2. Ist die Gleichung vierten Grades 

gegeben ; so hat ina% wegen ^3 =:= und ^4 -|- 3s Ci = die beiden 
Gleichungen 

(og — a^Oi -f- aicf — c/) — (aj — 2c,)c2 = 
«4 — (ojj — aiCi -j- e^ei -f- c| = 
Eine Elimination von c^ ergiebt zur Berechnung von C] 
cf — 3ac} -f (3 a« + 202)0* — a^ (o^ + 4aj)c8 + (2a=*a, -f «,03 
+ a| — 404)0;-* — Ol (oiOa -f- o| — 4flf4)ci + (aifl«aa 
— 0204 — 03^ = 

Wenn hieraus ein Werth von Ci gefunden ist; so erhält man den 
zugehörigen Werth von 02 durch die -Formel 

ef — gl Ci^ + «2 Ci ^ og 1/2 OiCi^ — 202C1 + 2fl8 \ 

"^-^ 2ci — Ol — 2^' 2^1 -Ol / 

Übrigens lässt sich die vorstehende Gleichung 6ten Grades für €1 
dadurch bedeutend abkürzen, dass man durch die Substitution 

c = Ci + f 

das zweite Glied fortschafft Durch diese Operation verschwinden näm- 
lich alle Glieder un paaren Grades und man erhält 

c'6 — (fo2 — 202) C* + (^^af - c^a, -j- «j o« + o,^ — 404)^'» 

Wenn in der gegebenen Gleichung das zweite Glied fehlt, also 
Ol = ist; so vereinfachen sich die ersteren Formeln folgender* 
massen 

c« + 202C* + (ö| - 4o4)c» — a| = 



<?2 = 



=?("■+«•-?) 



2c^ 
3. Ist die Gleichung fünften Grades 

4?5 _|_ flj ar* -}- Oj 4?' -|- Og 4?2 -j~ «4 ^ -|- O5 = 

gegeben, so hat man wegen ^4 = und ^5 ~|- ^4<?i =0 

(04 — 03C1 -\- (hc^ — oicf + c}) — (02 — 2o,Cjf+3cf)e2+c2r=rO 

Ö5 — («8 — «2^1 + ^l ^l — ^f)^2 + («1 — 2Ci)c| = 

Die Rechnung vereinfacht sich auch hier, wenn man gleich von vorn 
herein aus der gegebenen Gleichung das zweite Glied fortschafft. Für 
diesen Fall, wo also Oi = ist, hat man 

(04 — ogCi + QiC^ 4- c}) — (02 + 3c2)c^ 4- cl = 
(h — («8 — «2 Ci — c^)c2 — 2 Ci c| = 

Die durch Elimination von c^ sich ergebende Gleichung lOten Gra- 
des ist 
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— 02«! — 4a|)cf 4- (4a4a5 — ofa^ — a|)Ci + (ajörgös — ö^a* 

- a ») = 
Zar Berechnung von c, hat man 

2(cf 4- oac» ~~ gacj^ + 0401) + (I5 

4. lät dl« Gleichung sechsten Grades 
gegeben ; so hat man wegen ^5 = und b^ -f" ^5 ^'1 =^ ^ 

— 4cf)c., 4-(fli — 3ci)c| = 

«6 — (04 — Ca^i + fli<^i^ — ai<?f + c*)(?2 + (öTa— ^<^iCi -f 3öf)<?2^ 

- c| = 

Wenn man aus diesen beiden Gleichungen c^ nach dem gewöhn- 
lichen Divisionsverfahren eliminirt; so ergiebt sich eine Gleichung vom 
17ten Grade für Oi. Nach §.12 ist dieselbe aber durch den quadrati« 
sehen Faktor (ß\ — Sci)^ theilbar, wodurch man die wahre Endglei- 
chung vom 15ten Grade erhält. Dieselbe vereinfacht sich noch dadurch, 
dass man'gleich von vorn herein ans der gegebenen Gleichung das zweite 
Glied fortschafft, wodurch ai = wird. Wir lassen diese Elimination 
auf sich beruhen, da die Endgleichung theils wegen ihres hohen Grades, 
theHs wegen der Komplikation ihrer Koeffizienten für den praktischen 
Grehrauch unbequem ist nnd das in §• 20 und 21 zu beschreibende Ver- 
fahren für die Anwendung bedeutende Vorzüge hat. 



.- §. 20. 

Ermittlung eines Nälierungswerthes für jede reelle oder 

komplexe Wurzel einer in allgemeinster Form mit reellen 

oder komplexen Koeffizienten gegebenen Gleich n ng. 

Für die Berechnung einer komplexen Wurzel nach dem direkten 
Verfahren 4 welches ich im nächstfolgenden Paragraphen beschreiben 
werde, ist die Kenntniss der Anfangsziffer des reellen und des imaginä- 
ren Theiles von a erforderlich. Diese Ziffern findet man folgendennas- 
sen. Die gegebene Gleichung sei 

f(jc) = a^ar -f- o^^iÄ?"-» + . . . -f- aiar 4- flo = 

Die Koeffizienten a„, a^.i . * * können reelle oder komplexe 
Zahlen sein. 

Substituirt man für x eine Zahl von der allgemeinen Form 



n 



96 §. 20. Näherongiwertih fttr leine komplesLd Wnrzd. 

80 nimmt /(x) immer die Gestalt 

an. Ist nun y -f- -sV — 1 eine Wurzel; 8o muss sowohl 

y=rO als auch 2'=0 
sein. 

Nimmt man jetzt für y irgend eine konstante ganze Zahl an und 
lässt z die Reihe der positiven und negativen ganzen Zahlen durchlaa- 
fen ; so erhält man für Y und Z zwei Zahlenreihen. Für jede Beihe er- 
mittelt man die Stelle^ wo ein Zeichenweqhsel eintritt, und notirt 
die entsprechenden Grenzwerthe von z, 

Lässt man nun y allmählich in die benachbarten Zahlen Übergehen 
und nimmt mit z dieselbe Variation vor, ermittelt auch wieder die Stel- 
len, wo die Zeiohenwechsel in den Werthen von Y und 2^ stat^dea; 
so hat man durch die entsprechenden Grenzwerthe von y^ z einmal die 
Koordinaten einer Kurve, deren Gleichung 

y=o 

ist^ und einmal die Koordinaten einer Kurve, deren Gleichung 

Z= 
ist, gefunden. 

Trägt man beide Kurven nach §.14 auf; so bestimmen die Koordi- 
naten y, z eines jeden gemeinschaftlichen Durehschnittspunktes 
eine Wurzel (b = y-f" ^i der gegebenen Gleichung (indem wir von 

jetzt zur Abkürzung das Zeichen t för V — 1 setzen). 

E^ kömmt vorlät^g nur auf die Grenzwerthe an, zwischen wel- 
chen eine solche Würze! liegt. Dieselben können schon aus^ einer tab^- 
larischen Zusammenstellung der Werthe von Y und ^ erkannt werden: 
die graphische Darstellung erleichtert aber die Übersicht. 

Um fiir ein konstantes y die aui der Variation von z sich ergebeQ- 
den Werthe von Yimd Z oder die Grösse Y -^ Zi zu erhalten, kann 
man die Differenz anreihen in ganz gewöhnlicher Weise anwenden. 
Wäre z. B. die Gleichung 

gegeben, und wollte man für y == 2 die Werthe der Substitution x = 
2 -\- zi darstellen, worin z die Reihe der ganzen Zahlen durchläuft; so 
hätte man folgende Rechnung 

xz= 2-fOi 2+t 2+ 2i 2+ 3t 2+ 4i... 

Y-}'Zt= 11 10-f6« 7+l2t 2-f.l8t — 5-f 24i... 

erste Diffe- 
renzreihe 

zweite Diffe- 
renzreihe 



l + 6i — 3-f6i —54-61 — 7-f6t 
— 2 -2 —2 



• • • 
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Da es nur auf die Ermittlung der Zeichenwechsel von Fund Z 
ankommt^ sö wird man hier, wie in §. 14, für jeden folgenden Werth 
von y immer nur diejenige kleinste Anzahl Werthe von z substituiren, 
zwischen welchen die neuen Zeichenwechsel zu erwarten sind, welche 
also in der Nachbarschaft der fär den vorhergehenden Werth von ^ er- 
mittelten Werthe von z liegen. 

Nur für den zuerst angenommenen Werth von ^, wozu man in der 
Regel den Werth null wählen wird, kann eine ausgedehntere Reihe 
Werthe von z nothwendig werden. Will man nun die Anfangsziffern 
der Grössen y und z ermitteln; so wird man v und z nicht in der unend* 
liehen Reihe der ganzen Zahlen, sondern erst in der Reihe der Einer, 
•dann der Zehner, dann der Hunderter u. s. w., dann der Zehntel, dann 
der Hundertstel u. s. w., soweit Diess zur Entdeckung der Zeichenwechsel 
nothwendig erscheint, variiren lassen. 

Wie in §. 14; so können auch hier die Grenzen, zwischen welchen 
der wahre Werth einer Wurzel liegt , zweifelhaft erscheinen , auch kön- 
nen zuweilen in demselben Quadrate mehrere Durchschnittspunkte der 
Kurven liegen, was dem Falle entspricht, wo mehrere Wurzeln dieselben 
Anfangsziifern von y oder z haben. Die Entscheidung erfolgt dann hier, 
darch ein ähnliches Verfahren, wie in §. 14, nöthigenfalls durch engere 
Zusammenziehung der Grenzen. Diese Operation ist aber hier einfacher 
als dort, weil man Y und Z immer durch einunddieselbe Substi- 
tution ^ -\- zi in die gegebene Gleichung erhält. 

Da jede Gleichung nten Grades »Wurzeln haben muss; so wird 
man die vorstehende Ermittlung auf die Grenzbestimmung aller n Wur- 
zeln richten müssen, wenn sie vollständig sein soll. Bei einer Gleichung 
mit reellen Koeffizienten kann man natürlich die Grenzen der reel- 
len Wurzeln durch das gewöhnliche Verfahren leichter finden. 



§. 21. * 

Direkte Berechnung der reellen und der komplexen Wurzeln, 
die Koeffizienten der gegebenen Gleichung mögen reell sein 

oder komplex. 

1. Weit leichter als durch alle bisherigen Methoden lassen sich 
die komplexen Wurzeln einer Gleichung direkt durch folgendes Verfah- 
ren berechnen. 

Wir setzen voraus, für die Wurzel a = y -}- zi sei bereits die An- 
fangsziffer r des reellen Theils y und die Anfangsziffer s des imagi- 
nären Theiles zi nach §. 20 ermittelt. Wenn y oder z negativ 
wäre, würden wir unter r oder 8 nicht den nummerischen, sondern den 
negativen Werth der betreffenden Ziffer verstehen, was in ähnlicher 

7 
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Weise auch von den folgenden Ziffern gilt. Hatte man z. B. j? = — 32,6 
-|- 0,43 1; so wäre r = — 30 und a = 0,4. 

Jetzt stellen wir aus der gegebenen Gleichung 

a^x -f- a^^^af"^ -(-...-(- ai^? -f- a© = 

die erste transformirte Gleichung 

a'„^ + a'n-i«'""' + . . . + ö'i^' + a'o = 
her, deren Wurzeln um r -|- at kleiner sind, als die der gegebenen, so- 
dass wir also 

X' z=z a — (r -|- « 
haben. 

Diese Operation fuhren wir ganz nach §. 6 aus, indem wir die ge-> 
gebene Gleichung nach §. 5 wiederholt durch x — (r ^ st) dividiren. 

Die Koeffizienten der transformirten Gleichung werden jetzt im AU* 
gemeinen komplexe Werthe annehmen. 

Es sei demnach die gegebene Gleichung ganz allgemein 

+ (öo + ^oO = 
Durch das bezeichnete Divisionsverfahren ergiebt sich die erste 
transformirte Gleichung 

+ (a'o + nO = 
Hieraus folgt genau wie in {. 7 als Naherungswerth von d?' 

_ _ q^o + ^^0 » 

- O'i + h\ i 

Um aus diesem Ausdrucke die zweiten Ziffern r', ^ von y^ z zn 
bestimmen, bringt man denselben durch Multiplikation mit a\ — h'i i in 
Zähler und Nenner auf die Form 

• ai' + i» •+■ «i' + V • 

Wenn man über die Richtigkeit der Ziffern r', «' zweifelhaft ist, 

muss man dieselben nach §.15 Nr. 2 kontroliren und eventuell rektifi- 

ziren. Übrigens macht sich eine falsche Ziffer im ferneren Verlaufe 

der Rechnung gewöhnlich bald dadurch kenntlich, dass man für eine 

spätere Ziffer einen Werth ^ 10 oder einen solchen erhält, dessen 

Zeichen das entgegengesetzte von dem Zeichen der vorhergehenden Zif- 
fern ist. 

2. Als Beispiel sei die Gleichung 

a?3 + 7,42 a?2 -|- 15,58 a? — 24 = 

gegeben. Die Anfangsziffern der einen komplexen Wurzel sind r= —4) 
« = 2. Die Wurzeln sind also um — 4 -|- 2 t zu vermindern. Durch 
die Nebenrechnung, welche weiter unten mitgetheilt ist, findet man für 
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die zweiten Ziffern r' = — 0,2 t' = 0,1^ »ladaan för die dritten 
r" = — 0,01 «" = 0,00, Bei weiterer Eechnong werden die Ziffern 
des reellen Theiles stets = 0; die vierte des imaginären Theiles ist 
aber 5'" = 0,005. Die Rechnung ist hiernach folgende. 

1 7,42 . 15,58 —24 (-4+2t 

— 4 -j-2t —17,68 4- 1,16t 10,72 -f 0,44t 

1 8,42 -f 2 t — 2,10 — 1,16t —13,28 + 0,44 t <- o s,' 
_4 -f 2 t — 5,68 —17,16t 13,0198 — 0,635 t "*" ' ' 

1 _o,58 + 4t — 7,78 —18,32t — 0,2602 — 0,19öe ^T^'^J. 
_4 _|-2t — 2,249 — 8,69t 0,1252 -f 0,2597t "^ ' 

1 _ 4,58 -f 6 t —10,074 —22,01t — 0,135 +0fiU7i<<T,^^^. 

— 0,2 -j-0,5t— 2,504 — 3,89 t * 

1 —4,784- 6,5 t —12,578 —25,9t 

— 0,2 -f 0,5 1 0,05 19 — . 0,075 1 

1 _4,98 + 7i —12,5261 — 25,975 t 

— 0, 2-f Oi5t 0,0520— 0,075t 

1 — 5,18 4-7,5 1— 12,4741 — 26,05 1 

— 0,01 

1 —5,19 + 7,5 t 

— 0,01 

1 ^ 5,20 4- 7,5 t 

— 0,01 

1 _ 5,21 4- 7,5t 

Die Nebenrechnangen sind 
,^ — 1 3,28+0,44 1 95,26,246,7. noin«- 

^ + ^'= 7,784-18,32t = - ^96" + 196"^ = - ^'^ + ^'^' 
eine Korrektion verwandelt die Ziffer 8' jedoch in 0,5, sodass man 

r' 4- Ä't = — 0,2 4- 0,6t 
hat. 

, . 0,2602+0095 1 8,323 , 4,286 . a m i a nn • 

'•" + ^"*= l-A678+25,9. =^~"8i9' + "829" = ~ ^'^' + ^'''' 

,.. r ^.,_ - Q-1^^ + M647 I 0.00198 .1:323 

r ^8-2— 12,47 + 26,05t 832 ^832. ' 

+ 0,0051t 

Die gesuchte Wurzel ist also, auf vier Dezimalen genau 
Ä? = — 4,21 + 2,5051 V^^ 

7» 
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mithin die zweite komplexe Wurzel 

x=i— 4,21 — 2,5051 V— 1 
Da der Koeffizient des zweiten Gliedes den negativen Werth der Summe 
aller drei Wurzeln darstellt; so ist die dritte Wurzel 

a? = — 7,42 4- 8,42 = 1 



§. 22. 

Anwendung der Begula falsi auf die Berechnung der kom- 
plexen Wurzeln. 

Wenn drei durch Äfi = yi -f- Zii x^ -= y^ -^r h^ *8 = ys "h hi 
bestimmte Punkte bekannt sind, zwischen welchen eine Wurzel aziny-^ti 
der gegebenen Gleichung 

/(a? + ä;0 = y + ^' = 
liegt ; so findet man einen genaueren Werth x^ =z y^ -^ z^ t für diese 
Wurzel nach den in §.16 mitgetheilten Formeln. Es ist nämlich bei 
der jetzigen Bezeichnung 

■ ^ ■ yiCrj-ZJ.— r8^2)+y2(r»-Zi— yi-^)+y8(Yi-2;t— y«^) 

Ob die 'Wurzel wirklich innerhalb des durch ^i, ^, a^ bestimm- 
ten Dreieckes liegt, erkennt man hier, wie in §.16, an den Zeichenwech- 
seln von Yund Z. 

Aus Xa und den beiden geeignetsten der vorhergehenden Näherungs- 
werthe kann man nun nach §.16 einen noch genaueren Werth x^ be- 
rechnen und sich Überhaupt dem wahren Werthe von x nach Belieben 
nähern. 

Das vorstehende Verfahren ist offenbar auch anwendbar, wenn 
die gegebene Gleichung komplexe Koeffizienten hat. 



§. 23. 
Geometrische Konstruktion der komplexen Wurzeln. 

1. Durch das in §• 20 beschriebene Verfahren kann man die kom- 
plexen Wurzeln einer Gleichung durch geometrische Konstruktion zur 
Anschauung bringen. Dort verfolgten wir nur den Zweck der Bestim- 
mung der Anfangs Ziffer des reellen und des imaginären TheUes, wess- 
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halb es nicht erforderlich war, die beiden Enrren, deren Durchschnitt 
die komplexe Wurzel erzeugt, ganz genau zn verzeichnen. Will man 
eine genauere Verzeidi nun g in der Absicht herstellen, daraas sofort einen 
mfiglichst genauen Werth der komplexen Wiit-zel zn entnehmen; so kann 
Diesa folgendermassen geschehen. 

In Fig. 28, welche swei rechtwinklige Eoordinatenaxen <Ier j und 
p- 2g ' enthält, trägt man 

zunächst die Werthe 
der Grössen « =; y 
-f- «t, welche man 
iD diegegebeneFunk- 
tion /(«) subatitiiiren 
will, als Linien auf, 
sodass z, B. OS, ^«i 
= yi + ^1 "■ irgend 
einer dieser Werthe 
ist. An den End- 
pnnkt Ri eines sol- 
chen Werthes von x 
trägt man die Grösse 
/(*i)i welche eben- 
falls in der Form 
T, -^ Zii erscheint, 
als Linie R, Si auf, 
indem man die Hori- 
zontale Bi B, = Fj und die Vertikale BiC, = Z, macht. Ist nun 
0£] =: xa s= gi -\- Zfi ein zweiter Werth von x, und £] ^ = /(o^) 
der sngehörige Werth von /(x), dessen reeller Theil I^ das entgegenge* 
setzte Zeichen von 7 hat; so sei SiDBt die Kurve, welche die End- 
punkte der Grössen x, die man in irgend einer Weise von x, bis x., hat 
Tftriiren lasnen, enthält; ferner sei B1DB3 die Kurve, welche die End- 
punkte der reellen Theile der an die Werthe von x getragenen Werthe 
von f(x) verbindet. Jetzt ist offenbar ffir jeden Zwischenwerth von «, 
wie 0B% = X3, die von S3 bis an die Kurve Bi B^ gezogene Horizon- 
tale B3B, der reelle TheÜ von /(xj). Der Durchschnittspunkt 
der beiden Kurven BiE^ und BiB^ bezeichnet also einen aolchen Werth 
von X, für welchen der reelle Theil von /(:>), also Y gleich null ist, und 
es leachtet ein, dass sich jene beiden Kurven nothwendig durchschneiden 
müssen. 

Übrigens wäre es möglich, dass sich diese Kurven ausser in i> noch 
in einem anderen Punkte £ nach Fig. 29 (a.f. S.)achnitten, welcher so be- 
schaffen ist, dass eine durch ihn gezogene Horizontale 6^^ jene 
Karven nochmals trifft. Dass ein solcher Dnrchschnittapunkt hier 
nicht in Betracht kommt, ist klar, weil derselbe einen Werth OE = x 
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besoicboet, l^r welchan der r««IleTheiI von /(«), alao F nicht ^ 0, son- 
dern ^ EF ist 

Fig. 29. Flg. 30. 



Zweckmügrig ist es dftfaer, die Gr5s 
des Durchs ehnittspnnktefl D so variiren za losseB, 'dsss ihr Endpunkt die 
vertikale gerade Linie RiE, nach Fig. 30 dorchlänft, daS! also 
OM = ^ konetant bleibt and nnr z Tariirt. 

Ausserdem brancht die Variation von * nur in so engen Grenzen 
gehalten za werden, dass innerhalb derselben ein Zeichen wechstl 
von Y vor sich gebt. 

Macht man jetzt dieselbe Operation liir eine andere Reihe der 
Werthe von «, worin das konstante Glied y einen asderen Werth OJW, 
dann den Wetth M" u. 9. w. hat; so erhält man dnrch die verschie- 
denen Durchschnittspankte D,!)",!)" . . . (Fig. Sl) die in 8-^0 erwähnte 
Kurve, welche der Gleichung 

F= 
entspricht, 

Uni die zweite in §. 20 bezeichnete Kurve zu konstruiren , welcher 
die Gleichung 

2 = 
angehört, laset man x ^ y -|- jt so variiren, dass t konstant bleibt und 
nur y sich ändert. Ist dann nach Flg. 32 ORi = «i ein Werth von 
X, für welchen der imaginäre Theil VQn/(*), also Zi gleich R\Ci i*t, 
während OB3 ein anderer Werth von a: ist, für welchen Z^ das entge- 
gengesetzte Zeichen von Zi hat ; so entspricht der Durchs chnittspunkt 
der Kurve Ci (?, mit der Horizontalen R^ ifg einem Pmkta der gesuch- 
ten Kurve EE E". 

Nachdem so die beiden Kurven D D' D" und EEE" konstrairt 
sind, ergeben deren Duichschnittspunkte die Wurzeln der Gleichung 
/(..) = 0. 
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ion stütit sioh aaf die Bedixgong, 
n soll, gleichieitig Y=0 andZ=0 

Kg. 32. 



lingimg zn realisiren, indem man in 
Theile y und z in gerader Linie 

ihen traoaiendenten Gleichungen 
e^' zu behandeln und aladann die 
I ^ variiren zu laseen. 
18 dann aber oit zweck mäBsiger, die 
heile 7 und Zi, welche den recht- 
Hondem in diejenigen beiden kom- 
:rlegen, von welchen der eine Pia 
bet fällt und der andere Q normal 
y gewisser die in Fig. 29 dargestell- 
ten doppelten Durch- 
schnitte vermeidet. Di« 
Zerlegung in P und Q kann 
aber durch geometrische Zeich- 
Duag ebenso leicht bewirkt 
werden, als die Zerlegung in 
y und Zi. 

Offenbar muss auch jetzt 
sowohl P=0, als auch Q=0 
sein. 

Um Diess zu erreichen, 
lüsst m&v in Fig. 33 von 
X = re^', indem man den 
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Winkel ip = ÄORj konstant erh&lt, nnr die L&nge r von OEi = ri 
bis OSf varüren, irobei die normale Komponente RB der Gröwe 
f(x) ^ ES ibre Bichtong BiBj in die entgegengesetzte BjB, verwan- 
delt. Der DarohBcbnitt der Kurve Bi B^ mit der Geraden O R^Et gjebt 
einen Funkt F der Kurve /* = 0. Ebenso flndet sich für einen zweiten 
Werth des Winkels tp der Punkt F und Oberhaupt die Kurve FFF'. 
Jetzt lässt man in Fig. 34, indem man die Länge r = ORi kon- 
Fig. 84. 



stant erhält,, den Winkel ip Yoa AORj bis AOBy varüren, wobei die 
zur Richtung von x parallele Komponente B C der Grösse fix) = RS 
ihre Bichtung RiCi in die entgegengesetzte Ri G^ verwandelt. Der 
Durehschnitt der Kurve CyC^ mit dem Kreise Ri,B, liefert einen 
Punkt Q der Kurve Q = 0. Nachdem man auf dieselbe Weise mehrere 
Punkte dieser Kurve bestimmt hat, stellt sich dieselbe in der Gestall 
QQ'ß" dar. 

Die Durchschnitte der beiden Kurven FF P' und GG'G" ergeben 
dann die Wuneln s der Gleichung fix) ^ 0. 



Die komplexen Wurzeln zweier Gleichungen mit zwei 
Unbekannten. 

1. Im zweiten Abschnitte haben wir nur die reellen Wuri 
zweier Gleichungen mit zwei Unbekannten betrachtet. 

Um die komplexen Wurzeln der in den beiden Gleichungen 



# 
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enthaltenen Unbekannten x und sß* za bestimmen, kann man x= y -^^ zi^ 
if zzn xf -|* z'i gubstituiren, wodurch sich, indem man in jeder Gleichung 
das Reelle und das Imaginäre für sich gleich null setzt, vier Gleicl)^ngen 
mit den vier Unbekannten y, f, y', z' ergeben, von welchen jetzt nur 
die reellen Werthe in Betracht kommen. 

2. Einfacher wird es übrigens sein, aus den zwei gegebenen Glei- 
ehnngen eine der beiden Unbekannten x^ x' nach §.11 und 12 zu eliini- 
niren und dann die Schlussgleichung, welche nur die andere Unbekannte 
noch enthält, allgemein in komplexen Zahlen nach einer der vorstehend 
angegebenen Methoden aufzulösen 

3 . Wenn man durch irgend ein Mittel die Anfangsziffern der reel- 
len und imaginären Theile ^, zi^ y\ z*i einer komplexen Auflösung der 
gegebenen Gleichung gefunden hat; so kann man auch das in §• 15 be- 
schriebene Verfahren zur genaueren Berechnung anwenden, und dieses 

ird dann von allen das einfachste sein. 



IV. 

Die Auflösung der transzendenten Gleichungen. 



i 25. 

Die reellen Wurzeln einer transzendenten Gleichung 

mit einer Unbekannten. 

1. Die in §, 9 beschriebene geomelrische Darstellung einer Glei- 
chung und ihrer Derivirten findet auch auf transzendente Gleichungen 
Anwendung. Man wird daher durch Variation der Unbekannten x in 
der Reihe der reellen Zahlen die Grenzwerthe, zwischen welchen jede 
reelle Auflösung liegt, insbesondere die Anfangsziffer derselben er- 
mitteln können. 

Wenn die erste Derivirteder gegebenen Gleichung eine einfachere 
Funktion darstellt, was häufig der Fall ist; so ist es von Vortheil, erst 
die genäherten Wurzeln dieser derivirten Gleichung aufzusuchen. Hier- 
durch erhält man die Abszissen der Kulminationspunkte der frag- 
lichen Kurve, zwischen welchen die Wurzeln der gegebenen Gleichung 
liegen, welche also als Grenzwerthe dieser Wurzeln zu betrachten sind. 
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Wäre die zweite Derivirte noch einfacher, als die erste, so konnte 
man auch jene erst näherungsweise auflösen. Hierdurch ergeben sich 
bekanntlich die Kulminationspunkte der ersten Derivirten oder die Wen- 
depunkte der gegebenen Gleichung. 

2. Ist z. B. die Gleichung 

5 -j- 2 a — 3 «f n /r = 
gegeben; so ist die erste derivirte Gleichung 

2 — 3 cosa = 
oder 



cosa = I 



leicht zu lösen. 

Die letztere Gleichung wird für den Winkel ± 48« 11,5' erfüllt, wel- 
chem man noch jedes beliebige positive oder negative Vielfache von 
ä60^ hinzufügen kann. Die kleinsten Glieder der unendlichen Reihe von 
Zahlwerthen, welche die derivirte Gleichung erfüllen, sind also 

... —7,124 —5,442 —0,841 0,841 5,442 7,124 ... 

Eine Substitution dieser. Wer the in die gegebene Gleichung, in 
welcher sinx immer den absoluten Werth 0,745 hat, aber abwechselnd 
negativ und positiv ist, ergiebt resp. 

. . . — 7,013 — 7,119 5,553 4,447 18,119 17,013 . . . 

Man erkennt hieraus, dass die gegebene Gleichung nur eine reelle 
Auflösung hat, welche zwischen x = — 0,841 und — 5,442 liegt. 

3. Auf die durch das obige Verfahren gefundenen Grenzwerthe, sie 
mögen nun dem wahren Werthe von x nahe oder fem liegen, lässt sich 
immer die Regula falsi nach §» 8 behuf genauerer Berechnung von a in 
Anwendung bringen. 

Mit grösserem Vortheile kann man aber häufig auch nach dem in 
§. 7 erörterten Prinzipe eine Ziffer nach der anderen folgender- 
massen bestimmen. 

Nachdefti durch irgend ein Verfahren die erste Ziff'er r von x er- 
mittelt ist, substituirt man in diei gegebene Gleichung 

/W = (1) 

für X dea Werth r -(- a?', stellt also die erste transformirte Gleichung 

/(r + ^)=:^/(^) = (2) 

her, deren Unbekannte x' um r kleiner ist, als die der gegebenen Glei- 
chung. Bezeichnet nun /j den ersten Differentialkoeffizienten der Funk- 
tion /; so hat man näherungs weise 

/(y)=/(r) -I- /, (r) . *• = 

also 

/i(r) ^ 



r 
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Die erste Ziffer dieses Werthes von «' giebt die zweite Ziffer r" 
der Grösse x. Derselbe ist übrigens durch Substitution in 61.(2) zu kon- 
troliren^ was dadurch geschieht, dass man untersucht, ob die beiden 
Substitutionen x* = r* und a?' = K -|- 1 einen Zeichen Wechsel her- 
vorbringen. 

Hat man auf diese Weise die zweite Ziffer r* gefunden; so stellt 
man ans der ersten transformirten Gleichung (2) durch die Substitution 
a?' = r' -f- a?" die zweite traosformirte Gleichung 

/(r' + ^'O— /'(^0 = (4) 

her, setzt wieder näherungs weise 

/' (^") = r (O + /'i (r') . ^" = 

also 

. '■=-«?) ''> 

Hieraus ergiebt sich die dritte Ziffer r", welche durch Substitution 
von r" und r" -f- ^ i" ^^' (^) zu kontroliren ist. 

4. Man erkennt leicht, wie dieses Verfahren fortzusetzen ist. Übri- 
gens beachte man, dass die Herstellung der Differentialkoeffizienten der 
transformirten Gleichungen keineswegs eine wiederholte Differentiation 
dieser Gleichungen erfordert In derselben Weise nämlich, wie 
die transformirten Funktionen /(a?')? /'(^O ^' s- ^' aus der 
gegebenen Funktion /(^) entstehen, genau in derselben Weise 
entstehen die Differentialkoeffizienten fiix'')^ /'i (^0 "• s. w. 
der transformirten Funktionen aus dem Differentialkoeffi- 
zienten /i(«) der gegebenen Funktion. Transformirt man also den 
Differenzialkoeffizienten /i(^) ebenso wie die Funktion /(a?); so sind die 
nämlichen Substitutionen zu machen, um fi (r'% f'\ (r") u. s. w. zu erhal- 
ten, welche zu machen sind, um /(»"O^/'CO ^' ^* ^' darzustellen. 

überhaupt ist 

/ (rO = /(r + rO A (r') = /i (r + r') 

/' (r'O = /(r 4- »•' + '^'0 /'i (^'0 = /i (^ + ^' + n 

U. 8 W. U. 8. W. 

Diese Beziehungen erweisen sich bei transzendenten Gleichungen 
oft nützlicher, als die transformirten Gleichungen. Es ist nämlich zu- 
weilen am einfachsten, statt die transformirten Funktionen zu bilden, 
immer die volle Anzahl der für x gefundenen Ziffern, also erst r, dann 
r -L 1^^ dann r -4- r' -[- ^'' "• ^* ^' ^^ f^^^ ^^^^ /i (^) ^^ substituiren, um 
daraus nach Gl. (3), (5) u. s. w. die neuen Ziffern zu bilden. Die Kon- 
trole erfolgt dann immer durch Substitution in die gegebene Glei- 
chung. 

5. Zieht man aber vor, die transformirten Gleichungen zu bilden, 
um nur Substitutionen von einziffrigen Zahlen zu haben, so kann man 
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auch beachten, d&s8 

/ (r) = / (0) /i (r) = /, (0) 

/(r')=/'(0) A(»0=A(0) 

f'ir'0—f'XO) /'i(r") = /"i(0) 

U. 8. W. U. 8. "wr. 

ist, und dass man immer leichter die Substitution in die spätere, durch 
Transformation bereits dargestellte Gleichung, als die Substitution 
r^r*^r** . . . in die fr&here, durch den Gang der Rechnung bereits ver- 
lassene Gleichung ausführt 

Überhaupt hat man für die Grössen r', r", r'" immer folgende drei 
Näherungswerthe, zwischen welchen man nach Belieben wählen kann. 

, IM .f(r) 

*■ ~ /i(0) "" /lOO 

^ /'(O)^ fjr') _ /(r + rp " 

/'i(0) /i(rO /,(r + r-) 

r(0) r (r"-) /(r^,^Mr") 



f"i(0) 



U. 8. W. 



/i(r -f r- + r") 



6. Von Wichtigkeit ftir die transzendenten Gleichangen ist aber 
noch der Fall, wo der Quotient /) ^ = fX«) sich als eine einfache 

Funktion darstellt 

In diesem Falle kann man sofort diese Funktion transförmiren, in- 
dem man erst ar = r -|- 0?*, dann a?' = r' -f- o?" u. s. w. setzt, wodurch 
sich 

« 

ergiebt. Die Ziffern f'^r" sind dann 

r' = — r iO) = ^ F (r) 

r'' == -^ P' (0) = — F(rO 

1^"= — F"* (0) = — i^'(r") 

u. s. w. 

Wäre z. B. /(^) = ^ye*, also /i(4?) = (!-(- a?)«*; so hätte man 
einfach 



F(x) 



F{/B) 



1 -|- r -)- Ä* 

U. 8. W. 



7. Schliesslich bemerken wir, dass wenn man versäumt hätte, eine 
aus diesen Näherungswerthen gefundene Ziffer r\r"^r*" . . . durch Sub- 
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stitution derselben und der benachbarten Ziffern in die betreffende Glei- 
chung zu kontroliren, eine etwa falsch gegriffene Ziffer sich dadurch 

verrathen wird, dass man späterhin entweder eine Ziffer ^ 10 oder 
eine Ziffer von entgegengesetztem Zeichen erhält. 



§. 26. 
Beispiele. 

1. Es sei die schon im vorstehenden Paragraphen betrachtete Glei- 
chung 

5 -(- 2a? — 3«na? = 

za lösen. Da die reelle Wurzel zwischen und — 6 liegt, also negativ 
ist; so kann man zunächst, um nur mit positiven Zahlen zu operiren, — ob 
für « in die gegebene Gleichung substituiren, wodurch dieselbe 

f(je) = 5 — 2a: + 3«nx = 

wird. Da die gewohnlichen trigonometrischen Tafeln nach Graden ge- 
ordnet sind; so kann man den Bogen in eine Winkelgrösse verwan- 
deln und danach 

fix) = 5 — 2a? + 3 sin (57o 17' 45" . a?) = 

schreiben. 

Lässt man x durch die positiven ganzen Zahlen variiren, so kommt 

a?=0 /(a?) =5 =5 = -|- 

1 3 -f 3«» 57017'45" = 3 + 3««n57n7'45" = -j- 

2 1 -j- 3«nll4035'30" = 1 + 3coa24035'30" = + 

3 — 1 + 3«nl71053'15" = — 1 + 3co«81053'15" = — 
Die erzte Ziffer von x ist also r = 2 . 

Für den ersten Differenzialkoeffizienten hat man 

/i(a?) = — 2 + Zcoax = — 2 -f- 3co« (57n7'45" . a?) . . (2) 

Die erste Transformation von (1) und (2) giebt, indem man 
4? = 2 -f- a?' setzt, 

/ (a;') = 1 — 2a:' + 3«n (114035'30" + 57n7'45" . a:') 

/i(a?') = — 2 + ico8 (114035'30" -f 57n7'45" . a?) 

Diese beiden Gleichungen kann man auch schreiben 

/ (a?') = 1 _ 2a?' -f 2^008 (24035'30" + 206265" . a?') . . (3) 

fi(x')= —2 — 3m (24035'30" -f 206265" . a?') . . (4) 

worin der leichteren Bechnung wegen der Faktor von a?', welcher 
= 570 17' 45" ist, in 206265" verwandelt ist. 

Setzt man in (1) und (2) a? = r = 2 oder in (3) und (4) a?' = ; 
so k5mmt 
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, __ 1 -f- 3cog 240 35^80^ _ 8,725 _ 
* ~ 2 4- 3fim 24035'30" ~ 3^248 = ^'^ • • • 

Dieser Werth, welcher r' = 1 erfordern würde, ist offenbar zu grosse 
da er in keinem Falle den Werth 0,9 tibersteigen kann. Die Kontrole- 
rechnung ergiebt, indem man erst x' = r' = 0,9 und dann = 0,8 8ub- 
stituirt, dass der letztere Werth 0,8 zu nehmen ist. 

Die zweite Transformation für r' = 0,8 liefert jetzt aus (3) und 
(4), indem man o?' = 0,8 -f- sü" setzt, 

/' (aj'O = — 0,6 — 2a?" 4- 8 CO« (7002ö'42" + 206265" . «-) . . (5) 
/'iC^'O = _ 2 — 3«n (70025'42" -[- 206265" . ar") . . (6) 

Setzt man jetzt in (3) und (4) a?' = r' = 0,8 oder in (5) und (6) 
^' = 0; so kommt 

— 0,6 4- 3 CO« 700 25' 42" 0,4049 ^ ^^ 

2 + 3 *m 70025'42" "" 4,8266 ~ ' * ' * 
Der Werth r" = 0,08 wird auch durch die Kontrolerechnung bestätigt 

Die dritte Transformation für r" = 0,08 liefert aus (5) und (6), 
indem man x'* = 0,08 -f- a?'" setzt, 

/" (O = — 0,76 — 2 a?'" 4- 3 co% (7500'43" + 206265" . a?"') . . (7) 

/"i(a?"0 = — 2 — 3 «m (7500'43" -|- 206265".«"') . . (3) 

Setzt man jetzt in (5) und (6) a? " = r" = 0,08 oder in (7) und 
(8) a?'" = ; so kömmt 

— 0,76 + 3 CO« 750 0' 43" _ 0,0158 _ ^ ^ « 

2 + 3 sin 7500'43" "" 4,8979 ~ ^^^^^ * ' * 

Man hat also r'" = 0,003. Diess giebt aus (7) und (8) die vierte 
Transformation 

/"" (a?'"') = — 0,766 — 2a?"" + 3 cos (75oi l'l" + 206265" . a?"") . . (9) 
/""i(a?"'0 = ^2 —Zsin (75^1 l'l" + 206265". a?"") . . (10) 

Setzt man in (12) und (13) a?'" = r'" = 0,003 oder in (9) and 
(10) a?'"' = 0; so kömmt 

^... _ -0,766 + 300.75011'!'- 0,001167^^ 
2 + 3«« 75011'!" 4,9002 ' 

Es ist also r"" = 0,0002 ; mithin die Wurzel der ursprünglich ge- 
gebenen Gleichung , auf vier Dezimalen genau, 
x= — 2,8832 

2. Die gegebene Gleichung sei 

/(a?) = — 10000 + 2^- + logx = 
Die derivirte Gleichung ist 

/i(a:) = 2+- 
' X 



a?"' 



' 
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Man findet, dass die reelle Wurzel zwischen 4000 und 5000 liegt, 
dass also die erste Ziffer r = 4000 ist 

Hiemach ergiebt die Substitution a: = 4000 -f- x* die ersten trans- 
formirten Gleichungen 

/ (a?0 = — 2000 + 2 ä' + log (4000 + «0 

folglich 

^ ^ _ — 2000 4- log 4000 ^ 1991,7 ^ 

2 _, 1_ 2,00025 ' ' • • 

' 4000 
also r' 900. 

Die Substitution ^ = 900 -f- ar" liefert die zweiten transformirten 
Gleichungen 

/' (a?") = — 200 + 2^' -f % (4900 + ar'O 
/'i(*'0 = 2 + ^ 



also 



4900 + a?" 



._ — 200 + iog ^900 191,5 ^^ 

"" ~ , 1 ~ 2;ÖÖÖ2"^ ^^' • • • 

"+" 4900 
r" = 90 



•'«' 



Jetzt erhält man durch die Substitution a" = 90 -(- ä' 

/" (^'') = — 20 -(- 2«"' + log (4990 4» O 

/"i (a?"0 =2-1- 

also 

^. - 20 4- log 4990 11,48 

, 1 — 2,0002 — ^' • • • 

' 4990 

1^" = 5 

Hieraus folgt durch die Substitution a?"' = 5 -|- o?^^ 

/^(a?^^ = _ 10 4- 2^'^ + Zo^ (4995 4- ar»^) 

/?^Cä'^ = 2-1 ^ 

j, ya: ) — i -^ 4995 4. x^^ 

also 



1 
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2 4 — 

~ 4995 

r»^ = 0,7 

Die Substitution a^^ = 0,7 -|- a?^ liefert 

f (ä^) = _ 8,6 -f 2 0?^ + % (4995,7 a?^) 

/^'<''> = 2 + 4995,7 + .V 
also 



V _ — 8,6 4- log 4995,7 _ 0,0836 _ 

"" — . 1 ~ 2,0002 - "'"* 

"■ 4995,7 

Die gesuchte Wurzel ist hiernach 
X = 4995,74 . . . 

3. Die gegebene Gleichung sei 
/ (4?) = af — 30 = 

Die derivirte Funktion ist 

/i(a?) = a?* (1 4- % a») = ar* (1 -f- 2,30258 log vulg x) 

Hiernach hat man 



/i(ar) "^ ^ 2,30258 log vulg j? + l 

Die erste Ziffer der reellen Wurzel findet sich leicht als r = 3. 
Nimmt man also x = d; so ist fßr die zweite Ziffer 

3« 
2,30258 log vulg 3 -|- 1 

Man hat also r' = und r" = 5. 
Setzt man jetzt x = 3,05 ; so ist 

Q 058,05 

r'" = — F (3,05) = , „,..\ , Q a;^ ■ 1 = 0,0000007 

2,30258 log vulg 3,05 + 1 

Die vierte bis siebente Ziffer sind also = und die achte ist 
0,0000007 ; folglich ist die gesuchte Wurzel, auf sieben Dezimalen genau, 

X = 3,0500007 
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§. 27. 

Die reellen Wurzeln von zwei transzendenten 
Gleichungen mit zwei Unbekannten. 

Wenn zwei transzendente oder eine transzendente und eine alge- 
braische Gleichung, eine jede mit zwei Unbekannten gegeben ist; so 
wird man selten im Stande sein, die eine Unbekannte zu eliminiren und 
eine Gleichung mit nur einer Unbekannten herzustellen. In diesem 
Falle hat man sich zur Auflösung des Verfahrens aus §. 14 zu bedienen, 
wodurch man im Stande ist, die Anfangsziffern der beiden Unbekann- 
ten zu bestimmen. 

Nachdem Diess geschehen, kommt zur genaueren Berechnung der 
Wurzeln ein Verfahren in Anwendung, welches dem in §• 15 vorgetra- 
genen ganz analog ist. Freilich lassen sich die trantformirten Gleichun- 
gen nicht nach der f Qr algebraische Gleichungen angegebenen einfachen 
Regel herstellen: Diess hindert aber nicht, dieselben durch die in §. 25 
angewandte gewöhnliche Substitution a? = r -|- *' lu^d y = * "h y' 
zu bilden. 

Ausserdem treten, jetzt an die Stelle der Grössen o, &, e, cc, ßy y^ 
aas welchen man dort die Näherungswerthe für x'^ ^% also die nächst- 
folgenden Ziffern r^, df bildete, die durch nachstehende Betrachtung sich 
ergebenden Werthe. 

Die beiden gegebenen Gleichungen seien 

f(x,y) = (1) 

g(jc,y) = (2) 

also die ersten transformirten Gleichungen 

/'(^,yO=/(^ + ^S« + yO = o (8) 

g' icB* , y') = g(r -{- as' , 8 -{- y") = (4) 

Bezeichnen wir die Differentialkoeffizienten der Funktion / für a und 
y resp. mit /« und f^y ebenso die der Funktion g mit g, und gy\ so sind 
die ersten transformirten Gleichungen näherungsweise 

/'(/r',yO=/(r,«) + /.(r,«).iB' + /,(r,Ä).y' =0 . . (5) 

i7'(^',yO = ö'(^0 + fl'. (^*)-«' + fl'v(^«)-y' =0 . . (6) 

Hieraus folgt, wenn wir der Kürze wegen die Andeutung der Sub- 
stitution d? = r, y = « unterdrücken, also kurz / för / (r, «) schreiben, 

x'= j^^~fr (7) 

U9^—h9M 

= {^''".^f (8) 

8 



• 
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Die Berechnnng dieser Werthe von af und %f geschieht nach dem 
in §. 15 aufgestellten Schema, also in folgender Weise: 





9» 9y 9 9y 

fs 9y /y9 f9s 

fy 9s f 9y U9 



f>9y — fy9s fy9 — f9y S 9x — f.9 

Die erste Grösse ist der gemeinschaftliche Divisor, die zweite der 
Dividend von sf^ die dritte der Dividend von y'. 

Die Kontrole der hieraus sich ergebenden zweiten Ziffern r% b' ge- 
schieht wie in §.15 durch Ausführung folgender vier Substitutionen in 
die transformirten Gleichungen 

a?' = r' r' »^4-1 r' -(- 1 

y' = 5' «' + 1 «' *' 4" ^ 

Es ist jetzt klar, wie sich die Rechnung zur Bestimmung der späte- 
ren Ziffern fortsetzt. Wir machen für die praktische Ausführung auf 
Folgendes aufmerksam. Aus den allgemeinen Funktionen 

/ /. fy 9 9s 9y ' ' (9) 

entstehen die ersten transformirten 

/' A A 9' 9"^ Vy (10) 

durch die Substitution 

Die Grössen, welche zur Berechnung von a*, y' nach (7), (8) die- 
nen, erhält man nun entweder durch die Substitution ^ = r, y = a in 
die Ausdrücke (9) oder, was bequemer ist, durch die Substitution a?' = 0, 
y' = in die Ausdrücke (10). 

Die Substitution a?' = r' -J- x'\ y' = «' -|- y" in die Funktionen 
(10) liefert die zweiten transformirten Funktionen 

r /". /"v 9". rs ry (u) 

Die zur Berechnung von a?", y" erforderlichen Grössen ergeben sich 
entweder aus (10) durch die Substitution a?' = r', y' == «' oder aus (11) 
durch die Substitution oj" = 0, y" = 0. 



• - 



Es seien die beiden Gleichungen 

/ = «— s -[- 10 log (r + y) - 170 = 

g = e'" + „■n(*+y)o_3 = 

gegeben, worin der Werth von x-\-y hinter dem Sinusneicben in Graden 
genommen werden soll. Lässt man a und y in der Zaiilenreihe 0, 100, 
300 . . . variiren; so findet man 

12 3 4 

X = 300 300 400 400 

y = 200 300 -200 300 

/ = — 7,85 — 106 94 — 4,49 

g = 0,36 — 2,87 3,62 — 0,62 

Diese Zeichenwechsel, welche die in Fig. 35 dargestellte Lage der 
beiden Kurven / = und ^ ^ bedingen, lehren, dus in dem Qu»- 
pj gj drate, dessen Ecken die vor- 

stehenden Warthe von « und y 
SU Koordinaten haben, ein 
Durchschnitt stattfindet, dus 
also 

r = 300 » = 200 

die ersten Ziffern einer reellen 
AuflSsung sind. 

Für die DifferentialkoeliS- 
zienten hat man, wenn man 
berücksichtigt, dass die Grösse 
hinter dem Sinus zeichen, welche 
in Graden genommen werden 

soll, mit --— = 0,017453 zn multipliziren ist, om einen Bogen dar- 
zustellen, dasB also dieser Faktor in das Differential des Sinns 
eintritt. 
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10 



/. = 1 + 



/.=-! + 



IQ 



ö'. = ife «'"^ + 0,017453 cos {x-^yy 
0^»=— löö«"' + 0,017453 CO* (ar-fy)o 

Demnach sind die ersten transformirten Funktionen, welche sicfe 
durch die Substitution ^ = 300 -j- a?' , y = 200 -|- y' ergeben, 

/' = Ä?' — y' + 10 log (500 -(-. a?' -f. y') _ 70 =0 

lOO+ar*-.y' 

Y = e *"' + sin (40 — jy — yO® — 3 = 0. 

10 



A= 1 + 



A = - 1 + 



50i) + a?'+2^' 

10 

öOO-j-aj'-f-y' 

100 + «' — »' 



1 ^ l<» 



fl"« = iöö « — 0,017468 CO« (40 — sB' — ff)^ 



100 + *'->y' 
1_ ^ "0 



^» = — ife « — 0,017453 CO« (40 — as' — yy 

Pär ä' = 0, y' = werden diese Ausdrücke 

/ = 10 hg 500 — 70 = — 7,854 
fl' • = « + «m 400 — 3 = 0,361 
/' = 1 + ^ = 1,020 

/» = — 1 + & = — 0,980 

^' ~ lÜO ~ ^^^17453 cos 400 = 0,0138 
fl'v = — -Jq^ — 0,017453 cos 40« = — 0,0405 

Zur Berechnung der zweiten Ziffern r' , s' hat man also folgende 
nnnfir 



Rechnung 
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— 0,98 .^ ^— 7,854 v^ -^ 1,02 

— 0,0405-^'^'''^^""^ 0,361 '^^-^ 0,0138 

— 0,0413 — 0,3538 ' — 0,1088 

— 0,0136 0,3181 0,3682 




— 0,0277 — 0,6719 — 0,4770 

r' = 24, . . . «' = 17, . . . 

Hiemach 9ind die zweiten Ziffern r' = 20, «' = 10. 

Die Substitution ä' = 20 -f- ^'» y' = 10 + y" ergiebt jetzt die 
zweiten transformirten Funktionen 

/" = 9f' — y" -(- 10 log (580 -)- 0?" -f y") — 60 = 

1104- «"-y^^ 

^' = € *•• -j- «n (10 — x" — y")^ —3=0 

10 



r. = 1 + 



A = -i + 



530 + «?" + y" 

10 

530 + ar" -)- y" 



110 + »**— y** 

<7". =1= iJö « '•• — 0,017453 coB (10 — Äf'— y<0<> 
y"^ = — ji^ e ^* — 0,017453 eös (10 — a?" — y'O« 

Für «" = 0, y" = werden diese Ausdrücke 

/' = 10 hg 530 — 60 = 2,7288 . 
^ =6»'» 4.,,>,100 — 3 = 0,1778 

A= A4- 5^3 = I'ÖIÖÖ 

A=-l + ^8 =-0,9811 

^'~ I^ ~ 0,017453 cos 100 = 0,01286 

flr', = — — — 0,017453 cob 10« = — 0,04722 

Diess giebt folgende Berechnung der dritten Ziffern r", «". 



1 
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1,0189 — 0,9811 2,7288 1,0189 

0,01286 — 0,04722 0,1778 0,01286 

— 0,0481 — 0,1744 0,0351 

— 0,0126 — 0,1288 0,1812 

■ \ _— — ^ 



— 0,0355 — 0,0456 — 0,1461 

• — X, • • • 8 ■ t:, • • • 

Die dritten Ziffern sind also r" = 1 und «" = 4, folglich die 
Auflösung bis auf Einer genau 

a? = 321 y=214 

§. 29. 
Die komplexen Wurzeln einer transzendenten Gleichung. 

Nachdem in §.27 die Auflösung zweier transzendenten Gleichungen 
mit zwei Unbekannten in reellen Zahlen gelehrt ist, hat die Auflösung 
einer transzendenten Gleichung mit einer Unbekannten in komplexen 
Zahlen keine Schwierigkeit. Durch die Substitution a z= y -^ zi und 
die Trennung des Reellen vom Imaginären zerfallt eine solche Gleichung 
sofort in zwei andere mit zwei Unbekannten, welche in reellen Zahlen zu 
lösen sind. 

Einfacher ist übrigens das direkte Verfahren, welches dem in §. 21 
vorgetragenen analog ist und hier folgende Modifikationen erfordert. 

Hat man nämlich a«f irgend eine Weise die Anfangsziffern r, «des 
reellen und imaginären Theiles von o; bestimmt, was nach %, 20 oder 23 
geschehen kann, und ist J Qe) die derivirte Funktion der gegebenen 
Gleichung / (ä?) = ; so bildet man durch die Substitution a? = r 4" y' 
-|- (« -|- ä;') i die ersten transformirten Funktionen 

r .(^) = / [r -h y' -f (a + zO = 

Man hat jetzt auch hier, wie in §. 25, näherungsweise 

/' (^) =/(r + 8t) H-/i (r + *0 . (y^ + ^' = 



also 

y + z'2 = 
oder was Dasselbe ist 



/ (r 4- g 



A(0) 
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Wenn man dafür sorgt , dass der Nenner des Bruches auf der rech^ 
ten Seite reell wird ; so ergiebt diese Formel gleichzeitig den Näherungs- 
werth von ^ und von i\ also die zweiten Ziffern r% ä'. 

Die Rechnung setzt sich jetzt genau so fort, wie es in %^%h be- 
schrieben ist 



§. 30. 
Beispiel. 

Es sei die Gleichung 

fix) = are' + 93000 + 2800 V— 1 = 
gegeben. Die derivirte Funktion ist 

fiix) = «•-(- x€' 
folglich der Quotient 

/ (a?) _ arg* -f 93000 + 2800 1 

Dividirt man Zähler und Nenner durch e"; so hat man 



> — « 



„, ^ « + (93000 + 2800 e 
F(«) = ^-p^ 

Für komplexe Werthe a? = y -|- ä;i nimmt dieser Ausdruck die 
Form 

, y-f-gt+ (93000 + 28000 (cQ^57,2958;gO—gm57,2958;gO.O 

(y+^0— x^y-\-xi 

m 

an, worin die Bogengrössen durch Multiplikation mit 57,2958 in Winkel- 
grössen verwandelt sind. 

Ein Näherungswerth von x iat d -\-3i; es ist jedoch nicht ermittelt, 
ob 9 und 3 etwas zu* gross oder etwas zu klein seien: die erste Substi- 
tution wird Diess ausweisen. Setzt man ^ -]~ ;st = 9 -|~ 3 t ; so wird 

y'4-;2'i = — JP(9+30 = 

_ 9 + 38+ (93000 + 28000 ( — coa 8^6^45^^ —• sinS^ß'i6'' . Q 

10 -f- 3 i 

_ 2,31 — 1,0391 _ 19,98 — 17,32 t _ 

— 10 + 3i — 1Ö9 ~ 0,1...- 0,1.. I 

Hieraus folgt, dass ^ = 3 zu gross ist, dass man also, da mehr als 0,1 
davon zu subtrahiren ist, z = 2,8 zu nehmen hat. Setzt man also 
y -|- 2fi = 9,1 -|- 2,8 1; so wird 
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y"-f ^'f=—i?'(9, 1-1-2,8 = 

_ 9,1-f 2,8t-f (93000 -f- 28000 (—00^1903446^^ — «•nl9084a6^^0 

10,1 -f- 2,8 i 

_ 0,68 + 0,971 _ 9,584 + 7,893 « _ 

- 10,l + :?,8i - 1Ö9;8 -0,08. ..+0,07..., 

Die dritten Ziffern wären also 8 und 7: man findet aber durch die 
Kontrole, dass die erste um eine Einheit zu gross, also auf 7 zu redo- 
ziren ist. Setzt man daher ^ + j;t = 9,17 + 2,87 t; so kömmt 

2^'"+2'"i = — F(9,17 + 2,870 = 

9,17+2,87i + (93000+2800t)(— coa 15038^38^^— «»15033^38". Q 

10,17 + 2,87 1 

0,907 + 0,0625 ^ ^. . r aaaa 

= niil ~ 0,008... + 0,000... t 

Die vierten Ziffern sind mithin 8 und ; folglich die gesuchte 
Wurzel, auf drei Dezimalen genau, 

a = 9,178 + 2,870 V— 1 



Nachtrag. 



§. 31. 

Anwendung des im vorstehenden Abschnitte erläuterten 
Verfahrens auf die algebraischen Gleichungen. 

Es ist selbstverständlich, dass die im letzten Abschnitte zur Auflö- 
sung transzendenter Gleichungen erörterten Methoden ohne Weiteres 
auch für algebraische Gleichungen anwendbar sind. Wenn die gegebene 
algebraische Gleichung rational ist, wird man sich natürlich immer mit 
grösserem Vortheile der in den früheren Abschnitten behandelten Auflö- 
sungsmethoden bedienen. Ist jedoch die algebraische Gleichung in irra- 
tionaler Form gegeben; so kann es unter Umständen rathsam sein, 
diese irrationale Form beizubehalten und die för transzendente Glei- 
chungen gegebenen Regeln darauf anzuwenden, weil das Rationalmachen 
der Gleichung möglicherweise zu einer Gleichung von sehr hohem Grade 
führen kann, welche wegen der Höhe des Grades und der Grösse der 
Koeffizienten selbst nach der bequemen Methode vielleicht schwieriger 
zu behandeln ist, als die ursprüngliche Gleichung in irrationaler Gestalt 
nach den für tanszendente Gleichungen aufgestellten Regeln. 

Wäre z. B. die Gleichung 

a -}- yH -|- yx -j- ym = 5 

gegeben; so würde das Rationalmachen zu einem sehr hohen Grade 
fuhren: da aber die gegebene irrationale Form einfach ist und die erfor- 
derlichen Rechnungen mit logarithmischer Hülfe sich leicht bewerkstel- 
ligen lassen; so möchte es vorzuziehen sein, die Auflösung nach dem 
letzten Abschnitte zu bewirken. 

8** 
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Wir schreiben daher 

f(ß) = aj -|- a?2 +«3 -|-5 4? — 5 = 
Die erste derivirte Funktion ist 

Man findet leicht, dass eine reelle Wurzel zwischen r und 2 liegt. 
Um dieselbe genauer zu berechnen, haben wir r = 1, also 

/W =/(l) = 1 + 1+1 + 1— 5=— 1 
/i(r) = /i(l)= 1 + 1 + I + I = S 

•j/ /W. 12 A 40 

/i (1) ~^'~ ' 

Als zweita Ziffer wäre also 0,4 anzunehmen; man findet jedoch^ 
dass dieselbe zu klein ist und dass man r' = 0,5 setzen muss. Wenn 
man sich bei der Berechnung von /(r -|- r') = /(1,5) und /j (r -)- r') 
=/i (1,5) der Logarithmen bedienen will, braucht man behuf Bestimmung 
der folgenden Ziffern nicht alle sieben Stellen der Mantisse zu notiren: 
es genügen vielmehr für die nächsten beiden Ziffern drei- und vierziffrige 
Mantissen. 

Die Operation setzt sich mit allen Hülfsrechnungen folgender- 
massen fort. 

Zahl 



hg 1,5 : 


= 0,1761 


1,5 


log 1,5^ : 


— 0,0880 


1,2246 


hg 1,5^ : 


— 0,0587 


1,1447 


hg 1,5^ : 


= 0,0440 


1,1066 
4,9759 


log 1,53 


— 0,1174 




log 1,55 


— 0,1320 





4,9759 — 5 = — 0,0241 =/(l,5) 



1 

hg 1,5""2 = 0,9120 — 1 0,81659 X 2 = 0,40829 

hg l,5"3=i= 0,8826 — 1 0,76314 X J = 0,25438 

hg 1,5"?= 0,8680 — 1 0,73791 X i = 0,18448 

1,84715 = /i(l,5) 

^.__/Jl2L)_ 0,0241 _ 001 
~ /i(l,5)- 1,8471 -^'^^•- 



